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互模拟等价性验证问题研究

摘 要

等价性验证是形式化验证的一种主要方法，其目标是判定两个系

统是否等价，一个常见的应用场景是判定系统设计和系统实现是否等

价。互模拟等价是验证领域中最受研究者们关注的等价关系之一。根

据强弱不同的等价性要求，互模拟等价又可分为强互模拟等价，分支

互模拟等价和弱互模拟等价等精细程度不同的等价关系。图灵机的等

价性是不可判定的，因此相关研究都是在表达能力受限的模型上进行

的。本文的研究将重点聚焦于以下两个模型的互模拟等价验证问题：

(1) 下推自动机和 (2) 概率进程演算。下推自动机是一个应用广泛的模

型，适用于建模带有递归调用的程序；概率进程演算在一般的进程演

算中引入概率选择算子，能够适用于建模带有概率的并发模型。

本文的主要贡献有以下几个方面：

第一，我们研究了下推自动机的强互模拟等价问题的复杂性。我

们证明了一般的下推自动机的强互模拟是 ACKERMANN-难的。结合

此前其他研究者给出的 ACKERMANN 的上界，可以得到该问题是

ACKERMANN-完备的结论。同时，我们的下界证明也适用于下推自

动机的一个子模型：赋范下推自动机。因此，赋范下推自动机的强互

模拟等价问题也是一个 ACKERMANN-完备问题。

第二，我们研究了在下推自动机中，当状态数固定时的强互模拟

等价问题的参数复杂性。此前的研究表明，控制状态数量是影响该问

题复杂性的一个重要的参数。我们证明了在下推自动机的状态数固定

为 𝑑 ≥ 4 时，其强互模拟等价问题是F𝑑−1-难的。其中，F𝑑−1 是一个介

于初等复杂性类 (Elementary complexity class) 和原始递归的复杂性类。

而在两个状态的赋范下推自动机中，我们证明了其强互模拟等价问题

是 EXPTIME-难的。在上界方面，当赋范下推自动机的状态数固定为
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𝑑 时，我们将其他研究者给出的F𝑑+4 的上界改进为F𝑑+3 的上界。

第三，我们研究了一个近些年来新提出的定义概率进程演算的模

型无关的方法。我们以该方法为基础，以有限状态的随机通信系统演

算（Randomized Calculus of Communicating Systems, RCCS）为例，研

究了有限状态的概率进程演算的分支互模拟等价问题。一方面，我们

提出了一个多项式时间的分支互模拟等价性判定算法；另一方面，我

们设计了一个公理系统，并且证明了该公理系统的可靠性和完备性。

关键词：互模拟, 等价性验证, 下推自动机, 概率进程演算
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ON BISIMILARITY EQUIVALENCE CHECKING
PROBLEMS

ABSTRACT

Equivalence Checking is one of the major approaches in the area of
formal verification. Equivalence checking can be used to determine when
two systems (specification and implementation) should be considered as the
same. Bisimulation equivalence plays a central role among different equiv-
alence relations studied in the area of verification. There are many different
kinds of bisimulation equivalence, such as strong bisimulation equivalence,
branching bisimulation equivalence, and weak bisimulation equivalence. As
to the considered systems, people are more interest in models which are
strictly weaker than Turing machine, as bisimilarity problem for Turing ma-
chine is undecidable. This thesis focuses on the bisimulation equivalence
on pushdown automata (PDA) and probabilistic process calculus. PDA are
widely used in theoretical computer science and can model recursive pro-
grams naturally. Probabilistic process calculus are process calculus extend
with probabilistic choice operators. Probabilistic process calculus can be
used to model probabilistic concurrent programs. This thesis studies on the
bisimilarity problems for pushdown automata and finite state fragment of
probabilistic process calculus.

The main contributions of this thesis are as follows: Firstly, we study
the strong bisimilarity problem for PDA. The problem was proven to be
in ACKERMANN. And we prove that it is actually an ACKERMANN-
complete problem by showing the problem has an ACKERMANN-hard
lower bound. Our ACKERMANN-hardness can be generalized to normed
PDA. So the strong bisimilarity problem for normed PDA is also ACKER-
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MANN-complete. Secondly, we study the parametric complexity of strong
bisimilarity problem for PDAwhen the number of control states is fixed as 𝑑.
We show a F𝑑−1-hardness result for the problem, where F𝑑−1 is a complexity
class between elementary and primitive recursive. When 𝑑 is 2, we show the
problem for normed PDA is EXPTIME-hard. As for the upper bound, we
improve the F𝑑+4 result to F𝑑+3 when the PDA is normed. Lastly, we study
a model independent approach for random process model proposed recently.
In this thesis, we focus on the finite state RCCS (Randomized Calculus of
Communicating Systems) model. We give a polynomial time algorithm to
decide the branching bisimulation problem for RCCS. We also give an ax-
iomatic system and we prove the soundness and completeness of the system.

KEYWORDS:Bisimulation, Equivalence Checking, Pushdown Automata,
Probabilistic Process Calculus
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第一章 引言

1.1 研究背景

现如今，计算机越来越广泛的被应用于各个领域。在一些对安全性要求极高

的领域中，如何避免软件系统的缺陷是一个非常重要的课题。然而，有些软件系

统的缺陷难以被发现，而当缺陷发生时，则会带来严重的后果。例如发生在上世

纪八〸年代的 Therac-25 事件。从 1985 年到 1987 年，美国及加拿大发生了至少

六起由放射线疗法机器 Therac-25 引起的医疗事故。事故的原因是软件设计中的

一个竞争条件 (race condition) 设计的缺陷，而这个缺陷由于重现的条件较为特殊，

因此在测试时没有被发现。

形式化验证是一种能够有效保证软件系统安全性的方法。形式化验证的目标

是根据某些形式规范或属性，对软件系统的正确性进行严格的证明，从而有效的提

高系统的健壮性。目前，形式化验证的两种主要方法是模型检测（Model Checking）
[1-3] 和等价性验证（Equivalence Checking）[4]。

模型检测的目标是判断一个系统是否满足一个给定的性质。这个性质可以是

一个安全性质（safety property），或者是一个活性性质（liveness property）。安全性

质表示坏的事情永远不会发生，例如两个进程永远不会同时访问同一个资源；活

性性质表示好的事情总会发生，例如某个进程不会无限的等待，最终总会被执行。

模型检测方法通常需要穷举所有的状态，因此会面临状态爆炸的问题。为此，研

究者们探索出了很多方法试图解决这个问题，例如基于有序二元决策图（Ordered
Binary Decision Diagrams）[5] 的符号模型检测（Symbolic Model Checking）[6]，偏

序归约（Partial Order Reduction）[7, 8] 等等。目前，研究者在模型检测领域已经

有了丰富的研究成果 [9]。
本文的研究聚焦于等价性验证。等价性验证的目标是判断系统设计和最终实

现是否等价。等价性验证的一个关键问题是等价关系的选择，最初研究者们主要

关注的等价关系是语言等价（Language Equivalence），即判定两个给定系统接受的

语言是否是相同的。随着研究的深入，研究者们提出了更多的等价关系。其中受

到关注最多的等价关系是互模拟等价 [10]。其基本思想是，一个进程的所有动作

都可以被另一个进程模拟，并且得到的两个进程依然等价。互模拟等价是一个比

语言等价更为精细的等价关系，如图1–1中的例子，进程 𝑃1 和 𝑄1 是语言等价的，

它们识别相同的语言 {𝑎𝑏, 𝑎𝑐}；然而它们不是互模拟等价的，进程 𝑄1 在做 𝑎 动作

时可能会进入不同的状态，而进程 𝑃1 做的 𝑎 动作是确定的。
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𝑃1

𝑃2

𝑃3 𝑃4

𝑄1

𝑄2 𝑄3

𝑄4 𝑄5

𝑎

𝑏 𝑐

𝑎 𝑎

𝑏 𝑐

图 1–1 一个互模拟意义上不等价的例子

最早的互模拟等价由 Park 在 1981 年提出 [10]，这个定义此后被称作强互模

拟等价（通常也直接叫做互模拟等价）。之后 Milner 在系统中引入内部动作，从观

测者的角度提出了新的互模拟关系，称为弱互模拟等价 [11]。van Glabbeek 等人

根据内部动作是否改变状态做了进一步区分，提出了分支互模拟等价 [12]。此外，

更多的互模拟等价关系可以参见引文 [13]。
上述的多种等价关系在图灵机上都是不可判定的。然而，很多不是图灵完备的

系统在程序验证中也有广泛的应用。例如下推自动机（Pushdown Automata, PDA）

可以很自然的建模一个递归结构的程序；而 Petri 网（Petri Net, PN）[14] 则适合描

述一个并发程序。等价性验证的大部分研究对象都是无限状态系统。系统可能包

含的一些无界的数据类型，例如计数器，栈，队列等，会导致系统成为一个无限

状态系统。另外，带参数的系统也可以看作无限状态系统。大部分无限状态系统

都涵盖于 Mayr 定义的进程重写系统（Process Rewriting System, PRS）中 [15]。人

们在这些不同表达能力的模型上得到了很多成果 [16]。本文的第一个重要研究对

象是下推自动机，我们会重点关注下推自动机的强互模拟问题。

等价性验证也同样广泛应用在引入了并发操作的进程模型中。近些年来，概

率进程模型也越来越受到研究者们的重视。很多确定算法无法有效解决的问题在

引入概率后都可以得到很好的解决方案。人们在许多传统的进程演算模型中引入

概率选择算子，得到了对应的概率进程演算模型，如概率 CCS（Probabilistic Cal-
culus of Communicating Systems）[17, 18]，概率 CSP（Probabilistic Communicating
Sequential Processes）[19]，概率 ACP（Probabilistic Algebra of Communicating Pro-
cesses）[20]，和概率异步 𝜋 演算（Probabilistic Asynchronous 𝜋 Calculus）[21] 等等。

最近，Fu 提出了一种模型无关的定义概率进程演算的方法 [22]。这类新的模型基

于这样一个观点：概率进程模型中的概率选择动作应该是系统内部动作，概率可

以由系统的内部运算来近似实现；而非确定选择算子无法由计算实现，是系统交
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互的属性。本文的第二个研究对象是文章 [22] 中定义的随机通信系统演算（Ran-
domized Calculus of Communicating Systems）。我们会重点关注随机通信系统演算

的分支互模拟问题。

除了等价问题的可判定性，研究者们的另一个研究重点是这些问题的复杂性。

而由于很多验证问题本身是非常困难的，随着输入规模的增长，计算时间的增长

速度可能超越所有的初等函数。因此验证问题的研究需要引入增长很快的复杂性

类。Schmitz 在 2016 年引入了一系列借用序数表示的在初等复杂性类（Elementary
complexity class）之上的复杂性类 [23]，能够精确的描述很多验证领域中问题的难

度。

本文的研究内容包括以下两点，一是下推自动机互模拟的算法和复杂性，以

及当其控制状态数固定时的参数复杂性。二是随机通信系统演算上的分支互模拟

等价的判定算法和有限公理化。

1.2 相关工作

1.2.1 语言等价验证

等价性验证最初的研究重点是语言等价。1956 年，Moore 证明了有限状态自

动机的语言等价问题可判定 [24]。此后，理论科学家们开始探索其他表达能力更

强的模型的语言等价问题。1961 年，Bar-Hillel 等人证明了上下文无关文法的语言

等价问题是不可判定的 [25]。结合表格1–1中的 Chomsky 谱系 [26] 可以看到，此

后的关键问题是确定的上下文无关语言的等价性判定问题。例1.1说明了，确定的

上下文无关语言严格的包含于上下文无关语言。

例 1.1 定义如下语言：

𝐿 def= {𝑎𝑛𝑏𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 1} ∪ {𝑎𝑛𝑏2𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 1}

语言 𝐿 是一个上下文无关语言，但不是确定的上下文无关语言。

因此文章 [25] 的不可判定结果不能直接推广到确定的上下文无关语言的等价

性判定问题。并且在上下文无关文法等价性的不可判定的证明中，非确定性是很

重要的一个条件 [25]，因此长期以来，人们都相信确定的上下文无关文法的语言

等价问题是可判定的。但其证明经历了一段漫长的过程。

1966 年，Ginsburg 和 Greibach 研究了确定的上下文无关文法，并证明了许多

性质 [27]。例如一个确定的上下文无关语言和一个正则语言是否相等是可判定的；

一个确定的上下文无关语言是否包含于另一个确定的上下文无关语言是不可判定
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表 1–1 Chomsky 谱系

Chomsky 层级 文法 语言 自动机

类型 0 无受限文法 递归可枚举语言 图灵机

类型 1 上下文有关文法 上下文有关语言 线性有界自动机

类型 2 上下文无关文法 上下文无关语言 下推自动机

—— 确定上下文无关文法 确定上下文无关语言 确定下推自动机

类型 3 正则文法 正则语言 有限状态自动机

的。此外，他们提出了其语言等价问题是否可判定这个公开问题。为了解决这个

问题，研究者们开始对确定的下推自动机的很多子模型上的语言等价问题进行探

索。常见的一些子模型包括：

• 没有不可见动作 𝜏 的下推自动机，我们称该模型为实时下推自动机（real-
time PDA）；

• 只有一个状态，确定的实时下推自动机识别的语言，我们称该语言为确定

简单语言（Simple Deterministic Language）；
• 出栈行为和入栈行为只能切换有限次的下推自动机，我们称该模型为有限

反转下推自动机（finite-turn PDA）；

• 只有一个栈符号的下推自动机，我们称该模型为单计数器自动机（One
Counter Automata，OCA）。

1966 年，Korenjak 和 Hopcroft 证明了确定简单语言的语言等价问题可判定 [28]。
1974 年，Valiant 证明了有限反转下推自动机的语言等价问题可判定 [29]。1975 年，

Valiant 和 Paterson 证明了确定的单计数器自动机的语言等价问题可判定 [30]。之

后，Romanovskii 和 Oyamaguchi 分别独立证明了实时下推自动机的语言等价问题

可判定 [31, 32]。这些研究工作给人们提供了许多技术方面的积累和认识上的提

升。直到 1997 年，Sénizergues 宣布证明了确定下推自动机的语言等价问题可判定

[33, 34]，这个杰出的结果获得了 2002 年的哥德尔奖。

而在复杂性方面，大部分问题也都已解决。非确定的有限状态自动机（Non-
deterministic Finite Automata, NFA）的语言等价问题是 PSPACE-完备的 [35]。确定

的有限状态自动机（Deterministic Finite Automata, DFA）的语言等价问题是 NL-完
备的 [36]。确定简单语言上的语言等价问题是多项式时间可解的 [37]。目前的一

个重要的公开问题，即 DPDA 的语言等价问题的复杂性。目前该问题最好的上界

是 TOWER [38, 39]，而下界只是 P-难（判定一个上下文语言是否为空是一个 P-难
问题，下界可以由此问题归约而来）。上下界之间还存在巨大的差距。
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1.2.2 进程重写系统上的互模拟等价验证

结合近年来的研究来看，在可判定性以及复杂性上，互模拟等价通常会比语

言等价有更好的结果。从复杂性的角度看，一个例子是 NFA 上的语言等价问题

是 PSPACE-完备的 [35]，而互模拟等价可以在多项式时间解决 [40, 41]。而从可

判定性的角度，Baeten 等人关于赋范基本进程代数（normed Basic Process Algebra,
normed BPA）的结果 [42] 同样证实了这个观点。BPA 可以看作是只有一个状态的

PDA，一个系统是赋范的表示该系统中所有的进程都可以终止。Baeten 等人证明

了赋范基本进程代数的互模拟可判定。而赋范基本进程代数识别的语言是上下文

无关语言，因此其语言等价问题是不可判定的。最初 Baeten 等人的证明比较复杂，

有很多研究者从不同角度对该证明做了简化 [43-45]。而在这几篇文章中提到的一

些技术，包括互模拟基技术 [43] 以及 tableau 证明技术 [44]，在后来的互模拟等价

验证的许多相关问题的研究中都得到了广泛的应用。

互模拟等价验证关注的模型中有很多都可以表示为某种重写系统（Rewriting
System）。Mayr 提出了一个一般的框架称作进程重写系统 [15]。该框架涵盖了很

多常见的模型，除了前文中提到的有限状态系统（Finite-state System, FS），PDA，

BPA，Petri 网之外，还包括基本并行进程（Basic Parallel Process, BPP）[46]，进程

代数（Process Algebra, PA）[47] 等模型。图1–2中表示了进程重写系统框架中不同

的模型的相对表达能力的关系。在本节的余下部分，我们将总结图1–2中的部分模

型的互模拟等价验证的研究现状。

基本进程代数（BPA） 在 Baeten 等人证明了赋范基本进程代数的强互模拟可判

定 [42] 后不久，Huynh 和 Tian 在 1994 年证明了一个赋范基本进程代数的互模拟

等价问题有 𝑁𝑃 𝑁𝑃 的上界 [48]，此后，Hirshfeld 等人给出了一个多项式时间算法

[37]。Czerwiński 和 Lasota [49] 在 2010 年给出了一个 𝒪(𝑛5) 时间复杂度的算法，这

是该问题目前已知的最好的复杂性结果。

当研究一个系统接受的语言时，系统的赋范性是一个不失一般性的要求。而

当研究互模拟等价时，赋范的模型上的结果不能直接推广到一般的模型上。对于

一般的基本进程代数的强互模拟问题，1995 年，Christensen [50] 给出了一个可判

定性的证明。文章中用到了前文中提到的互模拟基的技术。Christensen 证明了互

模拟关系等价于一组有限的互模拟基关于连接操作的同余关系。这个可判定性由

两个半可判定过程组成，因此没有一个复杂性的上界。此后，Burkart 等人给出了

一个初等复杂性类的上界 [51]，并且在该篇文章中，作者们声称文中的算法可以

优化到 2EXPTIME。这篇文章的核心方法是将有限的互模拟基在初等函数的时间
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PRS

PANPAD

PNPAPDA

BPPBPA

FS

图 1–2 进程重写系统

内构造出来。此后，Jančar 给出了一个 2EXPTIME 的明确的证明 [52]。下界方面，

2002 年，Srba 证明了 BPA 的互模拟等价是 PSPACE-难的 [53]。此后 Kiefer 将此

下界提升至 EXPTIME-难 [54]。目前 2EXPTIME 的上界和 EXPTIME-难的下界之

间的差距仍是领域内的一个重要的公开问题。

当等价关系考虑了内部动作，互模拟问题的可判定性的正面结论非常少。2013
年，Fu 证明了一个重要的结论：赋范基本进程代数的分支互模拟等价是可判定的

[55]。2015 年，He 和 Huang 证明了该问题是 EXPTIME-完备的 [56]（EXPTIME-难
的详细证明于 2017 年发表在 Huang 和 Yin 的文章中 [57]）。除此之外，BPA 上的

问题暂时没有其他正面结论。下界方面，2002 年，Mayr 证明了赋范基本进程代数

的弱互模拟是 EXPTIME-难的 [58]。
我们在表1–2中总结了 BPA 上互模拟等价问题目前的研究现状。

基本并行进程（BPP） 1993 年，Christensen 等人证明了基本并行进程上的强互模

拟是可判定的 [60]。2003 年 Jančar 给出了一个 PSPACE 的算法 [61]，而这与此前

Srba 证明的 PSPACE-难的下界 [62] 一起得到了一个完备结果。在赋范基本进程代

数上，强互模拟有多项式时间算法 [63]，目前最好的上界是 𝒪(𝑛3) [64]。
对于考虑了内部动作的等价关系，BPP 上的正面结论也是非常少的。2011 年，

Czerwiński 等人证明了赋范 BPP 上的分支互模拟可判定 [65]。Srba 证明了赋范
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表 1–2 基本进程代数上互模拟等价研究现状

∼ ≃ ≈

赋范 BPA
P [37] EXPTIME [56] ?

P-难 [59] EXPTIME-难 [57] EXPTIME-难 [58]

一般 BPA
2EXPTIME [52] ? ?
EXPTIME-难 [54] EXPTIME-难 [54] EXPTIME-难 [58]

BPP 上的弱互模拟等价是 PSPACE-难的 [66]。尹在其博士论文中证明了赋范 BPP
的分支互模拟也是 PSPACE-难的 [67]。

我们在表1–3中总结了 BPP 上互模拟等价问题目前的研究现状。

表 1–3 基本并行进程上互模拟等价研究现状

∼ ≃ ≈

赋范 BPP
P [63] 可判定 [65] ?

P-难 [59] PSPACE-难 [67] PSPACE-难 [66]

一般 BPP
PSPACE[61] ? ?

PSPACE-难 [62] PSPACE-难 [62] PSPACE-难 [62]

下推自动机（PDA） 1996 年，Stirling 使用 tableaux 技术证明了赋范下推自动机的

强互模拟可判定 [68]。1998 年，Sénizergues 证明了下推自动机的强互模拟可判定

[69]。此后，Stirling 使用 tableaux 技术给出了下推自动机的强互模拟判定性的一

个新的证明 [70]。最近一段时间，Jančar 和 Schimtz 给出了判定一个下推自动机上

强互模拟的 ACKERMANN 复杂性的算法 [71]。事实上该算法是在一阶文法 (First
Order Grammar) 的模型上提出的。一阶文法等价于一个内部动作确定的 PDA。在

下界方面，2010 年，Kučera 和 Mayr 证明了下推自动机的强互模拟是 EXPTIME-难
的。此后这个结论被 Benedikt 等人提升至 TOWER-难 [72]，并且该下界对赋范下

推自动机同样成立。

当等价关系考虑了内部动作后，Srba 证明了赋范下推自动机的弱互模拟不可

判定 [73]。2014 年，Yin 等人证明了赋范下推自动机的分支互模拟也是不可判定

的 [74]。值得一提的是，Sénizergues 在 1998 年的文章中证明的是一个更强的结论：

如果 PDA 内部动作是确定的（等价于前面提到的一阶文法），其弱互模拟是可判
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定的[69, 75]。此外 Fu 证明了当内部动作都是 push 操作时，其分支互模拟是可判定

的 [76]。这些工作都使下推自动机上互模拟问题的可判定性的界限愈加清晰。

我们在表1–4中总结了 PDA 上互模拟等价问题目前的研究现状。

表 1–4 下推自动机上互模拟等价研究现状

∼ ≃ ≈

赋范 PDA
ACKERMANN [71] —— ——

TOWER-难 [72] 不可判定 [74] 不可判定 [73]

一般 PDA
ACKERMANN [71] —— ——

TOWER-难 [72] 不可判定 [74] 不可判定 [73]

其他模型 在进程重写系统其他模型上的相关结果比较少。赋范进程代数（PA）

的强互模拟有 2NEXPTIME 的上界 [77]。除此之外，大部分都是否定结果。例如

早些时候进程代数的弱互模拟被证明是不可判定的 [73]。而进程重写系统中表达

能力强过 BPA 和 BPP 的模型的分支互模拟都是不可判定的 [74]。Petri 网的强互

模拟也是不可判定的 [78]。

1.2.3 概率进程演算

研究者们对概率并发系统的建模有过很多尝试。1990 年，Giacalone 等人提出

了一种建模方式 [17]，其想法是在标记迁移系统上，为每一条边标记一个 0 到 1
的值，并要求从一个状态 𝑃 出发的所有动作的边的概率之和为 0 或 1。此后不久，

Larsen 和 Skou 提出了一种相似的方法 [79]，区别是要求从一个状态 𝑃 出发的做

相同动作的边的概率之和为 0 或 1。此后 van Glabeek 等人对这两种建模方式做了

总结 [80]。给第一种模型一个术语称作自生模型（generative model），给第二种模

型一个术语称作响应模型（reactive model）。图1–3中左边是自生模型中从一个状

态出发的动作，右边是响应模型中从一个状态出发的动作。在自生模型中，一个

进程只要没有被外界限制，可以主动的去选择做某个概率动作。而在响应模型中，

进程只能被动的等待响应外界的交互，然后确定下一步的概率动作。

对于概率系统上互模拟等价关系的定义，Larsen和 Skou做了开创性工作 [79]。
此后，又有许多研究者在其他概率模型上定义了互模拟关系 [81-83]。而在这些不

同的模型上，研究者们对互模拟等价的判定算法 [84-87] 以及有限公理化都已经有

了很多成果 [88-93]。
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2 𝑄′
3 𝑄′

4

1
2 𝑎 1

2 𝑏 1
2 𝑎 1

2 𝑎 1
3 𝑏 2

3 𝑏

图 1–3 自生模型和响应模型

𝑃

𝑃1 𝑃2

𝑄1 𝑄2

𝑃

𝑃 ′
1 𝑃 ′

2

𝑄′
1 𝑄′

2 𝑄′
3 𝑄′

4

1
2 𝜏 1

2 𝜏

𝑎 𝑏

𝑎 𝑏

1
2 𝜏 1

2 𝜏 1
3 𝜏 2

3 𝜏

图 1–4 新模型与自生模型和响应模型的对应

区别于自生模型和响应模型，Fu 提出了一个模型无关的定义概率模型的方式

[22]。其主要特点是概率动作都表现为一个内部动作。从现实的角度出发，概率

都是可以通过计算来模拟的，而计算在交互系统中通常可以抽象为一个内部动作。

与之相对，非确定是可能体现在交互中的属性，不能通过计算来实现。自生模型

和响应模型都可以通过该新模型表示。例如图1–3中的两个进程可以分别对应到

图1–4中的两个进程。

此外，文章 [22] 同样给出了一个模型独立的定义概率系统互模拟等价的方法。

新的互模拟等价可以满足很多好的性质。例如，区别于传统的使用概率标记迁移

系统（Probabilistic Labelled Transition System, pLTS）[94] 定义的互模拟等价关系，

文章 [22] 中的方法定义的互模拟关系在复合（composition），限名（localization），
递归（recursion）算子的作用下都是封闭的；并且，新的互模拟关系可以使进程在

发散（divergence）性质上同步。

在新的概率系统中，互模拟等价的验证算法以及有限公理化等问题都还有待

解决。
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1.3 本文贡献

本文研究了下推自动机上的强互模拟等价问题和随机通信系统演算上的分支

互模拟等价问题。主要贡献包括以下几点：

• 首先，本文证明了（赋范）下推自动机上的强互模拟等价问题是

ACKERMANN-难问题，结合其他研究者的上界结果， （赋范）下推

自动机上的互模拟等价问题是一个 ACKERMANN-完备问题。此结果为这

个已经公开了数〸年的问题画上了句号。这也说明，从 Sénizergues 的开创

性工作 [69], 到 Stirling, Jančar 等人关于该问题的持续探索和改进 [70, 71,
95, 96]，该问题目前的算法从计算复杂性的角度来说已经是最优的了。

• 其次，本文研究了当控制状态数固定为 𝑑 时，下推自动机的强互模拟等价问

题的上下界。本文给出了一个（赋范）下推自动机上的强互模拟等价 F𝑑−1-
难的计算复杂性下界。而当 𝑑 = 2 且下推自动机满足赋范性时，本文给出

了一个 EXPTIME-难的下界。在上界方面，当下推自动机满足赋范性时，我

们将之前F𝑑+4 的上界 [71] 改进到了F𝑑+3。

• 再次，本文基于 Fu 提出的模型独立的概率进程演算的框架 [22]，以有限状

态的随机通信系统演算为例，研究了其分支互模拟等价问题。主要贡献包

括两点，一是给出了一个多项式时间的等价性判定算法，二是设计了一个

随机通信系统演算上的分支互模拟等价的公理系统。本文中的算法和公理

系统也可以很容易的推广到其他通过该模型独立的方法定义的概率进程演

算系统中。

• 最后，本文在随机通信系统演算的算法部分的工作中，提出了 𝜖-图的概念

来保证算法终止；在公理化部分的工作中，提出了概率被守卫的（proba-
bilistically guarded）来解决传统的被守卫的（guarded）和强守卫的（strongly
guarded）两个概念都不能应用在新的概率模型中的问题。此为本文在技术

方面的贡献。

1.4 章节安排

本文的后续章节安排如下。

第二章将介绍一些准备知识。首先，我们将介绍标记迁移系统（Labeled Tran-
sition System, LTS），这是描述后文中其他模型的语义的重要工具。接下来，我们

将会分别给出下推自动机和随机通信系统演算的严格定义。之后，我们将会介绍

互模拟关系及其博弈刻画，并介绍防御者力迫技术，以及概率模型中的互模拟关

系定义。最后，我们将简要介绍 Schmitz 定义的快速增长复杂性类 [23]。
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第三章将重点研究下推自动机的强互模拟问题的复杂性。我们首先将会介绍

一个 ACKERMANN-难的问题，即重置 Petri 网的可覆盖问题，我们将此问题归约

到下推自动机上的强互模拟等价问题，从而证明了下推自动机上强互模拟问题是

一个 ACKERMANN-难的问题。结合 Jančar 和 Schmitz 关于此问题给出的 ACKER-
MANN 的算法 [71]，我们可以说明此问题是一个 ACKERMANN-完备问题。这个

下界还可以推广到赋范下推自动机。并且这个归约也给出了一个参数复杂性下界：

当状态数量为 𝑑 ≥ 4 时，下推自动机的强互模拟问题是F𝑑−1-难的。

第四章将会研究两个状态的赋范下推自动机上的强互模拟问题。本章将会给

出一个从 hit-or-run 博弈问题到该问题的归约，从而证明该问题是 EXPTIME-难的。

第五章将会研究赋范下推自动机的参数复杂性的上界。相对于之前的F𝑑+4 的

上界，我们将利用赋范下推自动机的一些特殊性质，将上界改进到F𝑑+3。

第六章将会研究随机通信系统演算上的分支互模拟问题。本章的前半部分将

会给出一个该问题的多项式时间的判定算法。后半部分将会给出一个随机通信系

统演算上的分支互模拟的有限公理化，并证明其可靠性和完备性。

第七章将对全文做出总结。
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第二章 准备知识

本章中，我们将会介绍本文的研究中用到的一些准备知识。在2.1节中，我们

介绍标记迁移系统的概念。在2.2节和2.3节中，我们将分别介绍本文中重点研究的

两个模型：下推自动机和随机通信系统演算。在2.4节中，我们将给出互模拟等价

的定义以及互模拟等价的一个博弈刻画，并且我们还将介绍一个常用的技术，称

作防御者力迫技术。2.5节将会介绍由 Schmitz 定义的复杂性类层级。

2.1 标记迁移系统

我们通常会用标记迁移系统来描述一个系统的语义。在本节中，我们给出标

记迁移系统的定义。

定义 2.1 一个标记迁移系统（Labeled Transition System, LTS）ℒ 是一个三元组

(𝑆, 𝛴, →)。
• 𝑆 是一个可数的状态集合；

• 𝛴 是一个有限的动作集合；

• →⊆ 𝑆 × 𝛴 × 𝑆 是一个迁移规则集合。

标记迁移系统的定义和有限状态自动机的定义 [97] 的主要区别是标记迁移系

统的状态数量可以是无限的，并且我们不会强调它的初始状态和终止状态。我们

会将一个进程对应于标记迁移系统中的一个状态，将进程之间的迁移理解为迁移

系统的动作。这样，本文中涉及到的不同的模型都可以翻译为一个标记迁移系统。

在本文中，我们将会用符号 𝑃 , 𝑄 来表示标记迁移系统的状态；用符号 𝑎, 𝑏, 𝑐
来表示 𝛴 中的可见动作，用 𝜏 来表示 𝛴 中的内部动作，用 ℓ 来表示一个可见动

作或者内部动作。规则 (𝑃 , ℓ, 𝑄) ∈→ 可以直观的写作 𝑃 ℓ−→ 𝑄。我们用 𝑃 ℓ−→ 表示

存在某个 𝑄 ∈ 𝑆 使得 𝑃 ℓ−→ 𝑄；如果不存在这样的 𝑄，我们表示为 𝑃
ℓ
−/−→。

我们用 𝑢, 𝑣 表示一串连续的动作。对于 𝑢 = ℓ1ℓ2 ⋯ ℓ𝑘，一条路径（path）𝑃 𝑢−→ 𝑄
表示存在状态 𝑃1, 𝑃2, ⋯ 𝑃𝑘 ∈ 𝑆，使得：

𝑃
ℓ1−−→ 𝑃1

ℓ2−−→ ⋯ 𝑃𝑘−1
ℓ𝑘−−→ 𝑄

我们也会用 𝑃 →∗ 𝑄 表示存在一条从 𝑃 到 𝑄 的路径。
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2.2 下推自动机

本小节我们介绍本文中的一个重要的研究对象：下推自动机。下推自动机可

以表示为一个四元组 𝒜 = (𝒬, 𝛤 , 𝛴, ℛ)。其中

• 𝒬 是一个有限的状态集合；

• 𝛤 是一个有限的栈符号集合；

• 𝛴 是一个有限的动作符号集合；

• ℛ ⊆ 𝒬 × 𝛤 × 𝛴 × 𝒬 × 𝛤 ∗ 是一个有限的规则集合。

这个定义采用了文章 [98] 中对 PDA 的定义。和经典的定义稍有不同的是我们不

强调起始状态和终止状态。因为在互模拟等价的验证中，我们会将下推自动机看

作一个迁移系统而非一个语言接收器 [97]。
我们用 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒬 来表示 PDA 的控制状态；用 𝑋, 𝑌 ∈ 𝛤 来表示 PDA 的栈符

号；和 LTS 类似，我们也用 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝛴 来表示 PDA 的可见动作，用 𝜏 来表示 𝛴
中的内部动作，用 ℓ 来表示一个可见动作或者内部动作。如果 𝑝𝑋 𝜏−→ 𝑞1𝛼1 ∈ ℛ，

𝑝𝑋 𝜏−→ 𝑞2𝛼2 ∈ ℛ 可以推出 𝑞1 = 𝑞2, 𝛼1 = 𝛼2，我们称 𝒜 是一个内部动作确定的下推

自动机。此外，我们用 𝛼, 𝛽 ∈ 𝛤 ∗ 表示一串连续的栈符号，用 𝜖 表示一个空串。两个

串 𝛼 和 𝛽 的连接可以直接表示为 𝛼𝛽，我们约定 𝜖𝛼 = 𝛼𝜖 = 𝛼。我们用 𝑃 , 𝑄 ∈ 𝒬×𝛤 ∗

来表示下推自动机的一个进程。下推自动机 𝒜 的进程集合用 𝒫𝒜 来表示。我们用

符号 |𝛼| 表示 𝛼 的长度。对于进程 𝑃 = 𝑝𝛼，我们定义 |𝑃 | def= |𝛼|。
对于规则 𝑟 = (𝑝, 𝑋, ℓ, 𝑞, 𝛼) ∈ ℛ，我们写作 𝑝𝑋 ℓ−→ 𝑞𝛼。在本文中，我们也可能

会用 𝑃 𝑟−→ 𝑄 来表示一条迁移规则。其中 𝑟 是一条规则而不是一个动作，这样做的

好处是可以确定的表示一条路径。我们定义映射 lab(𝑟) = ℓ，这个定义可以推广到

lab ∶ ℛ∗ → 𝛴∗。

下推自动机的语义可以通过如下规则来说明：

𝑝𝑋 ℓ−→ 𝑞𝛼 ∈ ℛ

𝑝𝑋𝛽 ℓ−→ 𝑞𝛼𝛽 (2–1)

根据规则 (2–1)，我们可以从一个 PDA 𝒜 = (𝒬, 𝛤 , 𝛴, ℛ) 自然的诱导出一个标记迁

移系统 ℒ = (𝒫𝒜, 𝛴, →𝒜)。

例 2.1 在下推自动机 (𝒬, 𝛤 , 𝛴, ℛ) 中，𝒬 = {𝑝, 𝑞}，𝛤 = {𝑋}，𝛴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}。ℛ 包

含以下规则：

𝑝𝑋 𝑎−→ 𝑝𝑋𝑋 𝑝𝑋 𝑏−→ 𝑞𝜖 𝑞𝑋 𝑐−→ 𝑞𝜖

我们可以诱导出标记迁移系统如图2–1所示。
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𝑝𝑋 𝑝𝑋𝑋 𝑝𝑋𝑋𝑋 ⋯

𝑞𝜖 𝑞𝑋 𝑞𝑋𝑋 ⋯

𝑎 𝑎 𝑎

𝑐𝑐𝑐

𝑏 𝑏 𝑏

图 2–1 下推自动机诱导的标记迁移系统示例

接下来，我们定义一个重要的概念，称作进程的赋范性（normed）。赋范性表

示系统内的任何进程应该在有限步内终止。

定义 2.2 对于一个下推自动机的进程 𝑃，如果存在某个状态 𝑝𝑖 ∈ 𝒬，并且存在一

条迁移路径：

𝑃
ℓ1−−→ 𝑃1

ℓ2−−→ ⋯
ℓ𝑛−−→ 𝑝𝑖𝜖 (2–2)

那么我们称进程 𝑃 是赋范的。

我们定义 ‖𝑃 ‖ 为 𝑃 的范数，表示最短的能够将进程 𝑃 的栈做空的路径长度。

如果不存在这样的路径，我们记 ‖𝑃 ‖ = ∞。如果一个下推自动机中的所有进程

都是赋范的，那么我们称其为一个赋范下推自动机。在赋范下推自动机中，对于

任意状态 𝑝 和任意栈符号 𝑋，我们可以用动态规划在多项式时间内计算出所有的

‖𝑝𝑋‖。我们定义：

𝑑0
def= max{‖𝑝𝑋‖ ∶ 𝑝 ∈ 𝒬, 𝑋 ∈ 𝛤 }

不难证明，

𝑑0 < 2|𝒬|⋅|𝛤 |

𝑑0 是一个在 PDA 上的互模拟等价验证中被广泛用到的常数 [39, 96]。根据范数的

定义，我们有以下一些基本的性质：

命题 2.1 对于一个赋范下推自动机中的进程 𝑃，‖𝑃 ‖ > 0，
1. 存在一条迁移规则 𝑃 ℓ−→ 𝑄 使得 ‖𝑄‖ = ‖𝑃 ‖ − 1；
2. 对于任意迁移规则 𝑃 ℓ−→ 𝑄，我们有 ‖𝑃 ‖ − 1 ≤ ‖𝑄‖ < ‖𝑃 ‖ + 2𝑑0。

对于一个赋范进程，它的栈不断做空的过程就是范数逐渐减小的过程，我们

定义如下概念：

定义 2.3 (范数下降路径) 如果一条路径

𝜋 = 𝑃1
ℓ1−−→ 𝑃1

ℓ2−−→ ⋯ 𝑃𝑘−1
ℓ𝑘−−→ 𝑃𝑘

满足对于 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1，‖𝑃𝑖+1‖ = ‖𝑃𝑖‖ − 1 成立，我们称 𝜋 为一条范数下降路径。
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根据命题2.1，对于任意一个赋范进程 𝑃，都存在一条长度为 ‖𝑃 ‖ 的范数下降

路径。

2.3 随机通信系统演算

本小节，我们介绍本文中的另一个重要的研究对象：随机通信系统演算（Ran-
dom Calculus of Communicating System, RCCS）。

首先，我们用小写字母 𝑎, 𝑏, 𝑐 来表示通道名，𝒞 表示一个通道名的集合。定义

𝒞 = {𝑎 ∶ 𝑎 ∈ 𝒞}。我们用 𝒜𝑛 = 𝒞 ∪ 𝒞 ∪ {𝜏} 来表示非确定动作名的集合。小写希

腊字母 𝛼 表示集合 𝒜𝑛 中的一个动作。我们用 𝒜𝑝 = {𝑞𝜏 ∶ 0 < 𝑞 < 1} 来表示概率

动作名的集合。𝒜 = 𝒜𝑛 ∪ 𝒜𝑝 是所有动作集合。

随机通信系统演算的语法如下：

𝑆, 𝑇 ∶= 𝑋 | ∑
𝑖∈𝐼

𝛼𝑖.𝑇𝑖 | 𝜇𝑋.𝑇 | ⨁
𝑖∈𝐼

𝑝𝑖𝜏.𝑇𝑖 | 𝑆 | 𝑇 | (𝑎)𝑇 (2–3)

在 (2–3) 中,
• 𝑋 表示一个变量；

• ∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑇𝑖 表示一个非确定项；

• 𝜇𝑋.𝑇 表示一个不动点项；

• ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑇𝑖 表示一个概率项；

• 𝑆 | 𝑇 表示 𝑆 和 𝑇 的并行复合；

• (𝑎)𝑇 表示限制名操作。

在非确定项和概率项中，下标集合 𝐼 是有限的。我们在文中也会采用 𝛼1.𝑇1+𝛼2.𝑇2+
𝛼3.𝑇3 以及 𝑝1𝜏.𝑇1 ⊕ 𝑝2𝜏.𝑇2 ⊕ 𝑝3𝜏.𝑇3 的写法。在概率项中，我们要求 ∑𝑖∈𝐼 𝑝𝑖 = 1。
在非确定项中，如果集合 𝐼 为空，那么该非确定项可以记作 0。通常我们会省略

进程中的 0。为了后文叙述的方便，我们定义如下符号表示从一个项出发可以做

的所有概率动作的集合：

⨁
𝑖∈𝐼

𝑝𝑖𝜏.𝑇𝑖
∐𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏−−−−−−→ ∐

𝑖∈𝐼
𝑇𝑖

如果一个变量 𝑋 出现在 ∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑇𝑖 或 ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑇𝑖 中，我们称变量 𝑋 是被守

卫的（guarded）变量，这些变量需要做一些动作之后才能够被看到。出现在可见

动作之后的变量是强守卫的（strongly guarded），这些变量需要做一些可见动作之

后才能够被看到。我们要求在不动点项 𝜇𝑋.𝑇 中，所有在 𝑇 中出现的变量 𝑋 都是

被守卫的。如果一个变量 𝑋 没有出现在不动点算子 𝜇𝑋 之后，我们称其为自由变
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量。我们用 fv(𝑇 ) 来表示 𝑇 中的所有自由变量的集合。如果一个项 𝑇 中不包含自

由变量，那么 𝑇 是一个进程（process）。
我们定义 RCCS 的操作语义。令 𝜆 ∈ 𝒜：

∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑇𝑖
𝛼𝑖−→ 𝑇𝑖 ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑇𝑖

𝑝𝑖𝜏−−→ 𝑇𝑖

𝑆 𝛼−→ 𝑆′, 𝑇 𝛼−→ 𝑇 ′

𝑆|𝑇 𝜏−→ 𝑆′|𝑇 ′

𝑇 𝜆−→ 𝑇 ′

𝑆|𝑇 𝜆−→ 𝑆|𝑇 ′

𝑆 𝜆−→ 𝑆′

𝑆|𝑇 𝜆−→ 𝑆′|𝑇

𝑇 𝜆−→ 𝑇 ′

(𝑎)𝑇 𝜆−→ (𝑎)𝑇 ′
𝜆 ∉ {𝑎, 𝑎} 𝑇 {𝜇𝑋.𝑇 /𝑋} 𝜆−→ 𝑇 ′

𝜇𝑋.𝑇 𝜆−→ 𝑇 ′

(2–4)

因为 CCS 是图灵完备的 [11]，RCCS 作为一个在 CCS 上的扩展，自然也是图

灵完备的。所以我们无法判定其等价性问题。通用的做法是考虑有限状态的进程

演算上的等价性验证问题 [99, 100]。我们将在语法 (2–3) 中去掉并行复合操作和

限制名操作。有限状态的随机通信系统演算（记作 RCCS𝑓𝑠）的语法如下：

𝑆, 𝑇 ∶= 𝑋 | ∑
𝑖∈𝐼

𝛼𝑖.𝑇𝑖 | 𝜇𝑋.𝑇 | ⨁
𝑖∈𝐼

𝑝𝑖𝜏.𝑇𝑖 (2–5)

相应的，语义规则可以简化为：

∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑇𝑖
𝛼𝑖−→ 𝑇𝑖 ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑇𝑖

𝑝𝑖𝜏−−→ 𝑇𝑖

𝑇 {𝜇𝑋.𝑇 /𝑋} 𝜆−→ 𝑇 ′

𝜇𝑋.𝑇 𝜆−→ 𝑇 ′
(2–6)

在 RCCS𝑓𝑠 中，我们依旧沿用 RCCS 中的符号规范。我们分别用符号 𝒫𝑓𝑠 和 𝒮𝑓𝑠
表示 RCCS𝑓𝑠 中所有的进程集合和项集合。如果一个项可以立即做一个非确定动

作，我们称其为非确定项，我们用 𝒮𝑛 表示所有的非确定项的集合。如果一个项

可以立即做一个概率动作，我们称其为概率项，我们用 𝒮𝑟 表示所有的概率项的集

合。单个变量 𝑋 称为变量项，我们用 𝒮𝑣 表示所有的变量项的集合。显然我们有

𝒮𝑓𝑠 = 𝒮𝑛 ∪ 𝒮𝑟 ∪ 𝒮𝑣。

2.4 互模拟等价

2.4.1 下推自动机上的互模拟等价

本小节我们将会介绍下推自动机上的强互模拟，弱互模拟以及分支互模拟等

价。首先，我们给出强互模拟等价的定义 [10]。
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定义 2.4 (强互模拟等价) 给定一个进程集合 𝒫 上的二元等价关系 ℛ ⊆ 𝒫 × 𝒫。如

果对于所有的 (𝑃 , 𝑄) ∈ ℛ 都满足以下性质：

• 如果 𝑃 ℓ−→ 𝑃 ′，那么存在迁移规则 𝑄 ℓ−→ 𝑄′，并且满足 (𝑃 ′, 𝑄′) ∈ ℛ；

• 如果 𝑄 ℓ−→ 𝑄′，那么存在迁移规则 𝑃 ℓ−→ 𝑃 ′，并且满足 (𝑃 ′, 𝑄′) ∈ ℛ。

那么我们称关系 ℛ 是一个强互模拟关系。

如果对于进程 𝑃 , 𝑄，存在一个强互模拟关系 ℛ 使得 (𝑃 , 𝑄) ∈ ℛ，我们称 𝑃 和 𝑄
是强互模拟的，记作 𝑃 ∼ 𝑄。我们用 ∼ 表示所有强互模拟关系的并集，∼ 是最大

的强互模拟关系。

可以看到，在强互模拟的定义中，内部动作 𝜏 和其他动作没有区别。因此在后

文中，当我们讨论强互模拟时，也可以不失一般性的假定系统中没有 𝜏 动作，即

系统是一个实时系统。这个假定不会对问题本身造成实质性的影响。

对于两个不互模拟的进程，我们可以定义其等价步数（Equivalence Level）的

概念。比如在例2.1中，进程 𝑝𝑋 和 𝑞𝑋 在一步之内就可以看出它们不相等：进程

𝑝𝑋 可以做动作 𝑏 而进程 𝑞𝑋 不可以。而要说明进程 𝑝𝑋 和 𝑝𝑋𝑋 不等则至少需要

两步：

1. 首先进程 𝑝𝑋 执行迁移规则 𝑝𝑋 𝑏−→ 𝑞𝜖，进程 𝑝𝑋𝑋 可以通过 𝑝𝑋𝑋 𝑏−→ 𝑞𝑋 模

拟；

2. 可以很容易看到第一步的结果 𝑞𝜖 和 𝑞𝑋 不互模拟。

我们可以定义其等价步数来刻画说明一对进程不等至少需要经过多少步。首

先我们递归的定义一个进程集合 𝒫 上的关系 ∼𝑖，𝑖 ∈ ℕ：

• ∼0
def= 𝒫 × 𝒫；

• 如果对于一对进程 𝑃 , 𝑄 ∈ 𝒫，满足以下两点：

– 所有从 𝑃 起始的迁移规则 𝑃 𝑎−→ 𝑃 ′，存在 𝑄 𝑎−→ 𝑄′，并且满足

(𝑃 ′, 𝑄′) ∈ ∼𝑖；

– 所有从 𝑄 起始的迁移规则 𝑄 𝑎−→ 𝑄′，存在 𝑃 𝑎−→ 𝑃 ′，并且满足

(𝑄′, 𝑃 ′) ∈ ∼𝑖。

那么 (𝑃 , 𝑄) ∈ ∼𝑖+1。

由以上的定义，我们可以看到：∼= ⋂𝑖∈ℕ ∼𝑖。对于一对进程 𝑃 , 𝑄 ∈ 𝒫，如果 𝑃 ≁ 𝑄，

我们定义进程 𝑃 和 𝑄 的等价步数（用 EL 表示）：

EL(𝑃 , 𝑄) def= max{𝑖 ∶ 𝑃 ∼𝑖 𝑄}

如果 𝑃 ∼ 𝑄，我们令 EL(𝑃 , 𝑄) def= ∞。根据此定义，在例2.1中，EL(𝑝𝑋, 𝑞𝑋) = 0，
EL(𝑝𝑋, 𝑝𝑋𝑋) = 1。
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类似于命题2.1，我们有如下命题：

命题 2.2 对于一对进程 𝑃 , 𝑄 ∈ 𝒫，如果 0 < EL(𝑃 , 𝑄) < ∞，那么：

1. 存在一条迁移规则 𝑃 ℓ−→ 𝑃 ′（或者 𝑄 ℓ−→ 𝑄′），使得对于任意的 𝑄 ℓ−→ 𝑄′（或

者 𝑃 ℓ−→ 𝑃 ′），都满足 EL(𝑃 ′, 𝑄′) ≤ EL(𝑃 , 𝑄) − 1，
2. 对于任意的迁移规则 𝑃 ℓ−→ 𝑃 ′（或者 𝑄 ℓ−→ 𝑄′），都存在 𝑄 ℓ−→ 𝑄′（或者

𝑃 ℓ−→ 𝑃 ′），使得 EL(𝑃 ′, 𝑄′) ≥ EL(𝑃 , 𝑄) − 1。

同样的，类似于定义2.3，我们也可以定义等价步数下降迁移规则对：

定义 2.5 (等价步数下降的迁移规则对) 对于一对进程 𝑃 ≁ 𝑄，且 EL(𝑃 , 𝑄) > 0，
我们令 𝑟1 = 𝑃 ℓ−→ 𝑃 ′（或者 𝑟1 = 𝑄 ℓ−→ 𝑄′）为满足命题2.2.1 的迁移规则，令

𝑟2 = 𝑄 ℓ−→ 𝑄′（或者 𝑟2 = 𝑃 ℓ−→ 𝑃 ′）为确定了 𝑟1 之后，满足命题2.2.2 的迁移规则。

我们称 (𝑟1, 𝑟2) 为从 (𝑃 , 𝑄) 起始的等价步数下降的迁移规则对。

根据命题2.2，我们有 EL(𝑃 ′, 𝑄′) = EL(𝑃 , 𝑄) − 1。我们可以不断的寻找下一对

进程，从而得到两条长度为 EL(𝑃 , 𝑄) 的路径。

定义 2.6 (等价步数下降路径) 对于路径：

𝜋 ∶ (𝑃1, 𝑄1)
ℓ1−−→ (𝑃2, 𝑄2)

ℓ2−−→ ⋯
ℓ𝑘−1−−−→ (𝑃𝑘, 𝑄𝑘)

对于 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1，我们令 𝑟𝑖 = 𝑃𝑖
ℓ𝑖−→ 𝑃𝑖+1，𝑟′

𝑖 = 𝑄𝑖
ℓ𝑖−→ 𝑄𝑖+1。如果对于任意

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1，(𝑟𝑖, 𝑟′
𝑖 ) 是 (𝑃𝑖, 𝑄𝑖) 起始的等价步数下降的迁移规则对，那么我们称

路径 𝜋 为 (𝑃1, 𝑄1) 起始的等价步数下降路径。

如果 𝑃 ≁ 𝑄，我们可以找到一条从 (𝑃 , 𝑄) 起始的长度为 EL(𝑃 , 𝑄) 的等价步数下降

路径。

除了强互模拟外，另一个受到广泛关注的互模拟关系是弱互模拟 [11]。弱互

模拟等价又叫做观测等价（observational equivalence），即只关注系统可以被外界

观测到的动作。我们用 ⟹ 表示
𝜏−→ 的自反传递闭包。对于可见动作 𝑎，我们用

𝑎
=⟹

表示一串动作 ⟹ 𝑎−→⟹。我们给出弱互模拟的定义。

定义 2.7 (弱互模拟等价) 给定一个进程集合 𝒫 上的二元关系 ℛ ⊆ 𝒫 × 𝒫。如果对

于所有的 (𝑃 , 𝑄) ∈ ℛ 都满足以下性质：

• 如果 𝑃 𝑎−→ 𝑃 ′，那么存在 𝑄′ 使得 𝑄
𝑎

=⟹ 𝑄′，并且满足 (𝑃 ′, 𝑄′) ∈ ℛ；

• 如果 𝑃 𝜏−→ 𝑃 ′，那么存在 𝑄′ 使得 𝑄 ⟹ 𝑄′，并且满足 (𝑃 ′, 𝑄′) ∈ ℛ；

— 19 —



上海交通大学博士学位论文

• 如果 𝑄 𝑎−→ 𝑄′，那么存在 𝑃 ′ 使得 𝑃
𝑎

=⟹ 𝑃 ′，并且满足 (𝑄′, 𝑃 ′) ∈ ℛ。

• 如果 𝑄 𝜏−→ 𝑄′，那么存在 𝑃 ′ 使得 𝑃 ⟹ 𝑃 ′，并且满足 (𝑄′, 𝑃 ′) ∈ ℛ。

那么我们称关系 ℛ 是一个弱互模拟关系。

如果对于进程 𝑃 , 𝑄，存在一个弱互模拟关系 ℛ 使得 (𝑃 , 𝑄) ∈ ℛ，我们称 𝑃 和

𝑄 是弱互模拟的，记作 𝑃 ≈ 𝑄。我们用 ≈ 表示所有弱互模拟关系的并集，≈ 是最

大的弱互模拟关系。

弱互模拟对于内部动作没有任何限制。为了更精确的刻画内部动作的行为，

van Glabeek 提出了分支互模拟 [12]。分支互模拟要求只有不改变状态的内部动作

可以忽略，而改变状态的内部动作还是要被模拟的，我们给出它的严格定义：

定义 2.8 (分支互模拟等价) 给定一个进程集合 𝒫 上的二元对称关系 ℛ ⊆ 𝒫 × 𝒫。

如果对于所有的 (𝑃 , 𝑄) ∈ ℛ 都满足以下性质：

• 如果 𝑃 𝑎−→ 𝑃 ′，那么存在 𝑄′ 使得 𝑄 ⟹ 𝑄″ 𝑎−→ 𝑄′，并且满足 (𝑃 ′, 𝑄′) ∈ ℛ，

(𝑃 , 𝑄″) ∈ ℛ；

• 如果 𝑃 𝜏−→ 𝑃 ′，那么

– 或者 (𝑃 ′, 𝑄) ∈ ℛ；

– 或者存在 𝑄′ 使得 𝑄 ⟹ 𝑄″ 𝜏−→ 𝑄′，并且满足 (𝑃 ′, 𝑄′) ∈ ℛ，(𝑃 , 𝑄″) ∈ ℛ。

那么我们称关系 ℛ 是一个弱互模拟关系。

如果对于进程 𝑃 , 𝑄，存在一个分支互模拟关系 ℛ 使得 (𝑃 , 𝑄) ∈ ℛ，我们称 𝑃
和 𝑄 是分支互模拟的，记作 𝑃 ≃ 𝑄。我们用 ≃ 表示所有分支互模拟关系的并集，

≃ 是最大的分支互模拟关系。

2.4.2 互模拟等价的博弈刻画

互模拟等价关系有一个非常自然的博弈刻画。本节我们将以强互模拟等价为

例介绍其博弈刻画。

给定一对进程 (𝑃0, 𝑄0)，可以定义 (𝑃0, 𝑄0) 上的强互模拟博弈。该博弈有两个

玩家，攻击者（Attacker）和防御者（Defender）。攻击者的目标是证明进程 𝑃0 和

𝑄0 不等，防御者的目标是证明进程 𝑃0 和 𝑄0 相等。这个博弈将进行若干轮。假设

在第 𝑖 轮开始时，当前的格局为 (𝑃𝑖−1, 𝑄𝑖−1)，接下来博弈按照以下步骤进行：

1. 攻击者可以从 𝑃𝑖−1 和 𝑄𝑖−1 中选择一个进程，并从该进程出发选择一个迁

移规则 𝑃𝑖−1
𝑎𝑖−1−−−→ 𝑃𝑖（或 𝑄𝑖−1

𝑎𝑖−1−−−→ 𝑄𝑖），如果攻击者没有可以选择的动作，

防御者赢得博弈；
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𝑃 𝑄

𝑅1 𝑅2 𝑅3

𝑃1 𝑄1 𝑃2 𝑄2

𝑎1 𝑎1
𝑎1 𝑎1 𝑎1

𝑎2 𝑎3
𝑎2 𝑎3

𝑎2 𝑎3

图 2–2 防御者力迫技术

2. 第 1 步结束后，防御者需要在另一个进程上做出一个对应的迁移规则

𝑄𝑖−1
𝑎𝑖−1−−−→ 𝑄𝑖（或 𝑃𝑖−1

𝑎𝑖−1−−−→ 𝑃𝑖），如果防御者无法模拟攻击者的动作，那么

攻击者赢得博弈；

3. 如果两位玩家都能做出选择，博弈将以格局 (𝑃𝑖, 𝑄𝑖) 开始第 𝑖 + 1 轮。我们

可以用符号 (𝑃𝑖−1, 𝑄𝑖−1)
𝑎𝑖−1−−−→ (𝑃𝑖, 𝑄𝑖) 来表示这一轮的两个动作。

如果博弈能够一直进行下去，那么防御者赢得博弈。

命题 2.3 对于一对进程 𝑃 和 𝑄，𝑃 ∼ 𝑄 当且仅当防御者在 (𝑃 , 𝑄) 上的强互模拟

博弈有必胜策略。

回顾互模拟博弈的定义，我们发现整个博弈一直是由攻击者来主导。攻击者

主动的去选择一个进程和它要做的迁移规则，而防御者要做的事情就是模拟这个

迁移规则。然而，我们可以引入一些规则来使防御者也能在某些时候占据主动权。

这个技术称作防御者力迫技术 [101]。这个技术在证明互模拟等价的不可判定性以

及复杂性下界方面取得了很多成功 [54, 72, 78]。
图2–2的例子说明了防御者力迫技术的思想。假设博弈从进程 (𝑃 , 𝑄) 开始，攻

击者希望证明进程 𝑃 和进程 𝑄 不互模拟。

1. 在第 1 轮中，攻击者唯一可以选择的迁移规则是 𝑃
𝑎1−−→ 𝑅1，如果攻击者选

择其他迁移规则，那么防御者总可以使当前格局的两个进程相同。当格局

的两个进程相同时，防御者只要跟随攻击者的选择就一定可以获得博弈的

胜利。

2. 在攻击者选择 𝑃
𝑎1−−→ 𝑅1 后，防御者可以有以下两个选择：

• 如果防御者选择 𝑄
𝑎1−−→ 𝑅2，那么博弈第 2 轮的格局为 (𝑅1, 𝑅2)。此时，攻

击者将被迫选择 𝑅1
𝑎3−−→ 𝑃2 或者 𝑅2

𝑎3−−→ 𝑄2，防御者选择相应的迁移规

则，博弈进入 (𝑃2, 𝑄2)；
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• 如果防御者选择 𝑄
𝑎1−−→ 𝑅3，那么博弈第 2 轮的格局为 (𝑅1, 𝑅3)。此时，攻

击者将被迫选择 𝑅1
𝑎2−−→ 𝑃1 或者 𝑅3

𝑎2−−→ 𝑄1，防御者选择相应的迁移规

则，博弈进入 (𝑃1, 𝑄1)。
综合以上分析，防御者在该博弈中可以主动的选择让博弈进入 (𝑃1, 𝑄1) 或者

(𝑃2, 𝑄2)，因此防御者只要能够赢得其中一个博弈，他就能赢得整个博弈。我们

有以下引理：

引理 2.4 在图2–2中，𝑃 ∼ 𝑄 当且仅当 𝑃1 ∼ 𝑄1 或者 𝑃2 ∼ 𝑄2。

2.4.3 概率系统上的分支互模拟等价

本节中，我们将会回顾 Fu 在文章 [22] 中定义的随机通信系统演算上的分支

互模拟等价关系。由于本节的很多定义技术性较强，我们会在附录A中给出一些

例子，读者可以对照例子理解本节中的定义。

我们回顾一般模型上的分支互模拟定义（定义2.8），要定义随机通信系统演

算上的分支互模拟，有以下两个关键点：

1. 如何将一般模型上的一串连续的不改变状态的内部动作1⟹ 推广到概率

模型上；

2. 相对于一般模型只有一种非确定的动作，概率模型有概率动作和非确定动

作两种完全不同的动作，该如何定义一步动作的对应。

首先对于第一点，因为概率模型中涉及到了概率分支，因此，一条路径 𝑃 ⟹
可能会分叉成一棵以 𝑃 为根节点的树。从树上的每个非叶子节点出发，可能会是

一组概率动作 ∐𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏，也可能是一个非确定动作 𝜏。而相对应地，我们会要求

整棵树上的动作都不改变状态。接下来，我们将会介绍 𝜖-树 [22] 的定义，直观上，

𝜖-树就是路径 ⟹ 在概率模型上的推广。

对于一个 𝒫𝑓𝑠 上的等价关系 ℛ，我们用 𝐴ℛ𝐵 表示 (𝐴, 𝐵) ∈ ℛ. 符号 𝒫𝑓𝑠 / ℛ
表示由等价关系 ℛ 划分的等价类。[𝐴]ℛ 表示包含 𝐴 的等价类。

定义 2.9 (𝜖-树 [22]) 给定一个进程 𝐴 ∈ 𝒫𝑓𝑠 和一个 𝒫𝑓𝑠 上的二元关系 ℛ，一个 𝐴
关于 ℛ 的 𝜖-树 𝒯 𝐴

ℛ（An 𝜖-tree of 𝐴 with regard to ℛ）是一个满足下列条件的带标记

的树。

• 树 𝒯 𝐴
ℛ 上的每一个节点都被 [𝐴]ℛ 中的元素标记，根结点被 𝐴 标记。

• 树的边被一个实数 𝑖 标记，0 < 𝑖 ≤ 1.

1这里所说的动作 𝑃 𝜏−→ 𝑃 ′ 不改变状态，是指 𝑃 和 𝑃 ′ 在同一个等价类中。
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• 如果存在一条从节点 𝐵 到节点 𝐵′ 的边由实数 𝑝 标记，0 < 𝑝 < 1，那么存

在概率迁移规则

𝐵
∐1≤𝑖≤𝑘 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−−→ ∐

1≤𝑖≤𝑘
𝐵𝑖

使得对于任意的 𝑖 满足 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘，𝒯 𝐴
ℛ 中存在一条从 𝐵 到 𝐵𝑖 的标记为 𝑝𝑖 的

边，并且 𝐵1, ⋯ , 𝐵𝑘 是 𝐵 的所有子节点。

• 如果存在一条从节点 𝐵 到节点 𝐵′ 的边由实数 1 标记，那么存在非确定迁

移规则 𝐵 𝜏−→ 𝐵′，并且在 𝒯 𝐴
ℛ 中，𝐵′ 是 𝐵 的唯一子节点。

后文中，如果 𝐴 和 ℛ 不做强调，我们也会把 𝒯 𝐴
ℛ 简写为 𝒯 。

对于前面所说的第二个关键点，即概率模型中有两种不同的动作：非确定动

作和概率动作，文章 [22] 分别引入了 ℓ-迁移和 𝑞-迁移两个概念来对应这两种情

况。在这个定义中，需要注意的几点有，

• 因为概率动作都是内部动作，如果一组概率动作 ∐𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏 全部都不改变状

态，那么就类似于一般模型中的一步不改变状态的 𝜏 动作。这样一步动作

是不需要被模拟的。因此 𝑞-迁移定义中的一个条件是要求存在改变状态的

概率 𝜏 动作。

• 在一组概率 𝜏 动作中，可能有一部分是改变状态的，一部分是不改变状态

的。例如图2–3中的例子，假设图中的动作除了自环都是改变状态的。虽然

𝐸1 比 𝐸2 有更大的概率做不改变状态的动作回到自身，但是最终它们都会

以各一半的概率进入 𝐹1 和 𝐹2。因此 𝐸1 和 𝐸2 应该是等价的。所以在计算

概率时，我们需要计算一个条件概率。如果在改变状态的条件下，两个进

程以相同的概率进入相同的状态，那么两个进程应该被认为是等价的。

接下来，我们逐步给出 ℓ-迁移和 𝑞-迁移的严格定义。在一棵 𝜖-树 𝒯 上，一个

分支（branch）𝜋 可以是一条从根节点到叶节点的路径或者一条无限路径。我们定

义 |𝜋| 为分支中边的数量；如果 𝜋 是一条无限路径，则定义 |𝜋| = ∞。对于正整数

1 ≤ 𝑖 ≤ |𝜋|，𝜋(𝑖) 表示 𝜋 的第 𝑖 条边。我们定义 𝜋 的概率：

𝑃 (𝜋) def=

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

1 |𝜋| = 0

∏
𝑖≤|𝜋|

𝜋(𝑖) 0 < |𝜋| < ∞

lim
𝑘→∞ ∏

𝑖≤𝑘
𝜋(𝑖) |𝜋| = ∞

给定一个 𝜖-树 𝒯 ，其有限分支的概率定义为：

𝑃 𝑓 (𝒯 ) def= lim
𝑘→∞ ∑ {𝑃 (𝜋) | 𝜋 是 𝑡 中的一个有限的分支，使得|𝜋| ≤ 𝑘} (2–7)
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𝐸1 𝐸2

𝐹1 𝐹2

1
2 𝜏 1

3 𝜏

1
4 𝜏

1
4 𝜏 1

3 𝜏 1
3 𝜏

图 2–3 随机通信系统演算分支互模拟的例子

对于一个 𝜖-树 𝒯 𝐴
ℛ ，如果 𝑃 𝑓 (𝒯 𝐴

ℛ ) = 1，我们称它是正则的（regular）。

定义 2.10 (ℓ-迁移 [22]) 给定一个非确定动作 ℓ ∈ 𝒜𝑛，一个进程 𝐴 ∈ 𝒫𝑓𝑠，和一个

𝒫𝑓𝑠 上的等价关系 ℛ。令 ℬ ∈ 𝒫𝑓𝑠 / ℛ 为一个 ℛ 划分的等价类。假定 ℓ ≠ 𝜏 ∨ ℬ ≠
[𝐴]ℛ，一个从进程 𝐴 到等价类 ℬ 的关于 ℛ 的 ℓ-迁移包含两部分：

• 一个关于 ℛ 的正则的 𝜖-树 𝒯 𝐴
ℛ ；

• 从 𝒯 𝐴
ℛ 中的每个叶子 𝐿 出发都有的一条迁移规则 𝐿 ℓ−→ 𝐿′ ∈ ℬ。

如果存在一个从进程 𝐴 到等价类 ℬ 的关于 ℛ 的 ℓ-迁移，我们记作 𝐴 ;ℛ
ℓ−→ ℬ。

直观上，ℓ-迁移就是经典模型中的路径 𝑃 ⟹ ℓ−→ 𝑄 在概率模型上的推广。

接下来，我们定义 𝑞-迁移。首先假定 𝐿
∐𝑖∈[𝑘] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−→ ∐𝑖∈[𝑘] 𝐿𝑖，其中，符号 [𝑘] def=

{1, 2, ⋯ , 𝑘}。如果在 1 到 𝑘 中存在至少一个 𝑖，满足 [𝐿𝑖]ℛ ≠ [𝐿]ℛ。我们可以定义：

𝑃 (𝐿
∐𝑖∈[𝑘] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−→ ℬ) def= ∑ {𝑝𝑖 ∶ 𝐿

𝑝𝑖𝜏−−→ 𝐿𝑖 ∈ ℬ, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘}

定义条件概率：

𝑃ℛ(𝐿
∐𝑖∈[𝑘] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−→ ℬ) = 𝑃 (𝐿

∐𝑖∈[𝑘] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−→ ℬ)

1 − 𝑃 (𝐿
∐𝑖∈[𝑘] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−→ [𝐿]ℛ)

定义 2.11 (𝑞-迁移 [22]) 给定一个实数 0 < 𝑞 ≤ 1，一个进程 𝐴 ∈ 𝒫𝑓𝑠 和一个 𝒫𝑓𝑠
上的等价关系 ℛ。令 ℬ ∈ 𝒫𝑓𝑠 / ℛ 为一个 ℛ 划分的等价类。一个从进程 𝐴 到等价

类 ℬ 的关于 ℛ 的 𝑞-迁移包含两部分：
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• 一个关于 ℛ 的正则的 𝜖-树 𝒯 𝐴
ℛ ；

• 从 𝒯 𝐴
ℛ 中的每一个叶子 𝐿 出发，都有的一个概率迁移规则的集合

𝐿
∐𝑖∈[𝑘] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−→ ∐

𝑖∈[𝑘]
𝐿𝑖

使得

𝑃ℛ(𝐿
∐𝑖∈[𝑘] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−→ ℬ) = 𝑞

如果存在一个从进程 𝐴 到等价类 ℬ 的关于 ℛ 的 𝑞-迁移，我们记作 𝐴 ;ℛ
𝑞−→ ℬ。

直观上，𝑞-迁移描述了在执行了一些不改变状态的内部动作之后，在保证改

变状态的前提下，有 𝑞 的条件概率达到另外一个等价性类。

定义 2.12 (Fu [22]) ℛ 是进程集合 𝒫𝑓𝑠 上的一个等价关系，如果以下两点成立：

1. 如果 𝐵ℛ𝐴 ;ℛ
ℓ−→ 𝒞 ∈ 𝒫/ℛ，使得 ℓ ≠ 𝜏 ∨ 𝒞 ≠ [𝐴]ℛ，那么 𝐵 ;ℛ

ℓ−→ 𝒞.
2. 如果 𝐵ℛ𝐴 ;ℛ

𝑞−→ 𝒞 ∈ 𝒫/ℛ 使得 𝒞 ≠ [𝐴]ℛ，那么 𝐵 ;ℛ
𝑞−→ 𝒞.

我们称 ℛ 是一个 𝒫𝑓𝑠 上的分支互模拟。

𝒫𝑓𝑠 上最大的分支互模拟记作 ≃RCCS𝑓𝑠。在不引起歧义的情况下，我们也会简

写作 ≃。文章 [22] 中的定理 17 证明了：

命题 2.5 (Fu [22]) ≃RCCS𝑓𝑠 是一个同余关系。

2.5 快速增长复杂性类

因为很多验证问题本身是非常困难的，需要引入合适的复杂性类来描述它们。

本文我们引入 Schmitz 定义的一个以序数为下标的复杂性类层级 [23]：

F1,F2,F3, ⋯ ,F𝜔,F𝜔+1, ⋯F𝜔2 , ⋯F𝜔𝜔 ⋯

其中 F3 = TOWER 是最小的非初等复杂性类（Non-elementary） ；F𝜔 =
ACKERMANN 是最小的非原始递归（Non-primitive recursive）复杂性类。

我们对上述复杂性类层级的定义做一个简要回顾。Schimtz 首先定义了一系列

以序数为下标的函数 𝐹𝛼 ∶ ℕ → ℕ：

𝐹0(𝑥) def= 𝑥 + 1, 𝐹𝛼+1(𝑥) def= 𝐹𝛼(⋯ (𝐹𝛼⏟⏟⏟⏟⏟
𝑥+1 次

(𝑥)) ⋯), 𝐹𝜆(𝑥) def= 𝐹𝜆(𝑥)(𝑥) (2–8)
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其中 𝛼 + 1 表示一个后继序数，𝜆 表示一个极限序数。𝜆(𝑥) 采用标准的基本序列

（fundamental sequence）的定义：

(𝛾 + 𝜔𝛽+1)(𝑥) def= 𝛾 + 𝜔𝛽 ⋅ (𝑥 + 1), (𝛾 + 𝜔𝜆)(𝑥) def= 𝛾 + 𝜔𝜆(𝑥)

我们可以尝试计算这列函数的前面几项：𝐹1(𝑥) def= 2𝑥 + 1，𝐹2(𝑥) def= 2𝑥+1(𝑥 + 1) − 1
等等。以此列函数为基础，可以定义复杂性类：

F𝛼
def= ⋃

𝑝∈ℱ<𝛼

DTIME(𝐹𝛼(𝑝(𝑛))).

其中，函数 𝑝 是一个 ℱ<𝛼 中的函数。ℱ<𝛼 的定义这里不再展开。粗略地说，𝑝 是一

个比 𝐹𝛼 增长严格慢的函数。

此外，Schmitz 定义了相对层级（relativised hierarchies）。给定一个单调递增函

数 ℎ ∶ ℕ → ℕ，可以定义相对函数：

𝐹ℎ,0(𝑥) def= ℎ(𝑥), 𝐹ℎ,𝛼+1(𝑥) def= 𝐹ℎ,𝛼(⋯ (𝐹ℎ,𝛼⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑥+1次

(𝑥)) ⋯), 𝐹ℎ,𝜆(𝑥) def= 𝐹ℎ,𝜆(𝑥)(𝑥)

(2–9)
类似的，可以定义相对复杂性类：

Fℎ,𝛼
def= ⋃

𝑝∈ℱ<𝛼

DTIME(𝐹ℎ,𝛼(𝑝(𝑛)))

我们介绍如下引理来结束本节：

引理 2.6 (Schmitz [23]) ℎ 是一个严格递增函数，𝛼, 𝛽 是两个序数。如果 ℎ ≤ F𝛽，

那么 Fℎ,𝛼 ⊆ F𝛽+𝛼。
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第三章 下推自动机互模拟等价下界

本章中，我们将会证明如下定理。

定理 3.1 判定下推自动机的强互模拟等价是 ACKERMANN-难的。状态数给定为

𝑑 ≥ 4 的下推自动机的强互模拟等价问题是F𝑑−1-难的。

在3.1节中，我们将介绍重置 Petri 网以及该模型上可覆盖问题的定义，这个问

题是一个 ACKERMANN-难问题。在3.2节中，我们将重置 Petri 网的可覆盖问题归

约到下推自动机的强互模拟等价问题，从而证明定理3.1。这个归约的思路类似于

Jančar 证明一阶文法的互模拟是 ACKERMANN-难的思路 [39]。在3.3节中，我们

将讨论 PDA 和一阶文法的关系，并证明一阶文法在强互模拟的意义上比 PDA 严

格的强。3.4节对本章内容做出总结。

3.1 重置 Petri网
定义 3.1 (重置 Petri网) 一个重置 Petri 网 𝒩 是一个三元组 (𝒮, 𝒞, ℛ)。其中，

• 𝒮 是一个有限的状态集合；

• 𝒞 = {𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑑} 是一个有限的计数器集合；

• ℛ ⊆ 𝒮 × 𝒪 × 𝒮 是一个有限的规则集合，其中

𝒪 = {INC(𝑐𝑖), DEC(𝑐𝑖), RESET(𝑐𝑖) ∶ 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑑}

是对计数器的所有操作的集合。

重置 Petri 网在某一时刻的格局形如 (𝑠, 𝑛1, 𝑛2, ⋯ , 𝑛𝑑)，其中 𝑠 ∈ 𝒮 表示当

前的状态，𝑛1, 𝑛2, ⋯ , 𝑛𝑑 分别表示当前 𝑑 个计数器的值。如果 ℛ 中包含一条规

则 (𝑠, 𝑜𝑝, 𝑡)，在满足下列条件时，我们可以得到重置 Petri 网的格局之间的迁移

(𝑠, 𝑛1, 𝑛2, ⋯ , 𝑛𝑑) → (𝑡, 𝑛′
1, 𝑛′

2, ⋯ , 𝑛′
𝑑)：

• 如果 𝑜𝑝 = INC(𝑐𝑖)，那么 𝑛′
𝑖 = 𝑛𝑖 + 1，且对于 𝑗 ≠ 𝑖，有 𝑛′

𝑗 = 𝑛𝑗；

• 如果 𝑜𝑝 = DEC(𝑐𝑖)，𝑛𝑖 > 0，那么 𝑛′
𝑖 = 𝑛𝑖 − 1，且对于 𝑗 ≠ 𝑖，有 𝑛′

𝑗 = 𝑛𝑗；

• 如果 𝑜𝑝 = RESET(𝑐𝑖)，那么 𝑛′
𝑖 = 0，且对于 𝑗 ≠ 𝑖，有 𝑛′

𝑗 = 𝑛𝑗。

我们用 →∗ 表示 → 的自反传递闭包。

我们可以在重置 Petri 网的格局上定义偏序关系 ≤：

(𝑠, 𝑛1, 𝑛2, ⋯ , 𝑛𝑑) ≤ (𝑠′, 𝑛′
1, 𝑛′

2, ⋯ , 𝑛′
𝑑) 当且仅当 𝑠 = 𝑠′, 𝑛𝑖 ≤ 𝑛′

𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
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对于格局 𝜎1, 𝜎2，如果存在格局 𝜎 使得 𝜎1 →∗ 𝜎，𝜎2 ≤ 𝜎，那么我们称 𝜎2 可以被

𝜎1 覆盖。

重置 Petri 网的可覆盖问题

输入：一个重置 Petri 网 𝒩 和两个格局 𝜎1, 𝜎2。

问题：𝜎2 是否可以被 𝜎1 覆盖？

Schnoebelen 证明了重置 Petri 网的可覆盖问题是 ACKERMANN-难的 [102]；
另一方面，通过对 Dickson 引理的复杂性分析，可以得到 ACKERMANN 的复杂性

上界 [103]。结合这两个结果，我们可以得到如下定理：

定理 3.2 (Schnoebelen等 [102, 103]) 判定重置 Petri 网的可覆盖问题是一个

ACKERMANN-完备问题。

重置 Petri 网中关键的参数是计数器的个数，如果固定计数器的个数 𝑑 ≥ 3，
可以得到一个参数复杂性结果。

定理 3.3 (Schmitz [104, 105]) 固定重置 Petri 网的计数器的个数 𝑑 ≥ 3，可覆盖问

题是一个F𝑑-完备问题。

3.2 下推自动机互模拟下界分析

本节中，我们将会给出一个下推自动机互模拟 ACKERMANN-难的复杂性下

界。重置 Petri 网的可覆盖问题是一个已知 ACKERMANN-难的问题，我们通过把

重置 Petri 网的可覆盖问题归约到下推自动机的互模拟问题，从而给出下推自动机

互模拟的 ACKERMANN-难的复杂性下界。

在 2014 年，Jančar 证明了如下定理：

定理 3.4 (Jančar[39]) 判定一阶文法的强互模拟等价是 ACKERMANN-难的。

本节中给出的证明类似于 Jančar 证明的思路，最主要的不同点在于我们采用了新

的测零方式以避免引入内部动作。在3.3节中，我们还将进一步讨论一阶文法和下

推自动机的关系。
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3.2.1 证明思路

给定一个重置 Petri 网 RPN 𝒩 = (𝒮, 𝒞, ℛ)，一个初始格局 𝜎𝑠，一个目标格局

𝜎𝑓，我们将会构造一个下推自动机 𝒜 = (𝒬, 𝛤 , 𝛴, ℛ) 和 𝒜 上的两个进程 𝑃 , 𝑄，1使

得下述命题成立：

𝜎𝑠 覆盖 𝜎𝑓 当且仅当 𝑃 ≁ 𝑄

回顾在2.4.2中介绍的互模拟的博弈刻画，在对应的互模拟博弈中，攻击者将

会试图证明 𝜎𝑠 可以覆盖 𝜎𝑓，防御者试图证明 𝜎𝑠 不能覆盖 𝜎𝑓。

我们的归约有以下几个关键点。

• 对于 𝒩 中的一条路径

𝜎𝑠 → 𝜎1 → 𝜎2 → ⋯ → 𝜎𝑘

互模拟博弈的每一轮都能够与其对应：

(𝑃 , 𝑄)
𝑎1−−→ (𝑃1, 𝑄1)

𝑎2−−→ (𝑃2, 𝑄2)
𝑎3−−→ ⋯

𝑎𝑘−−→ (𝑃𝑘, 𝑄𝑘)

其中，𝑘 ∈ ℕ。我们将会把从起始格局 𝜎𝑠 到某个格局 𝜎𝑖 中经历的所有对计

数器的操作直接记录在 𝑃𝑖, 𝑄𝑖 的栈中。同时将第 𝜎𝑖 的状态记录在 𝑃𝑖 和 𝑄𝑖
的栈顶。我们会用两个不同的栈顶符号来区分 𝑃𝑖 和 𝑄𝑖。

• 在重置 Petri 网中，当一个计数器为 0 时就不能再做减法操作了。同样的，

归约中也需要保证攻击者不能试图去执行一个不合法的减法操作。这一点

将会借助防御者力迫技术的技术来实现。每当攻击者要做一个减法操作时，

防御者都能够有一次测 0 的机会，如果当前操作的计数器的值为 0，那么

防御者将会直接获得博弈胜利。通过这一点可以保证攻击者做的每一步操

作都是合法的。

• 最后一点是覆盖性检查，当 PDA 栈顶记录的格局 𝜎𝑘 的状态和目标格局 𝜎𝑓
的状态一样时，攻击者有机会执行覆盖性检查，如果 𝜎𝑘 ≥ 𝜎𝑓，我们构造的

PDA 中要使攻击者赢得博弈。我们会引入一个特殊的动作 𝑓，当覆盖性检

查通过后，博弈最终会进入一对进程 (𝑃 ′, 𝑄′)，其中 𝑃 ′ 可以做动作 𝑓，但

𝑄′ 不能做，由此攻击者可以赢得博弈。

1这个构造将会是一个指数时间构造，这足够证明我们的结果，因为 ACKERMANN-难在原始递归的归

约下都是封闭的。此外，本节的归约也可以采用4.3.2节的技术修改为多项式时间的。
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3.2.2 准备工作

当给定重置 Petri 网 𝒩 = (𝒮, 𝒞, ℛ)，一个起点格局 𝜎𝑠 = (𝑡𝑠, 𝑛1, 𝑛2, ⋯ , 𝑛𝑑)，一

个终点格局 𝜎𝑓 = (𝑡𝑓 , 𝑚1, 𝑚2, ⋯ , 𝑚𝑑) 后，我们将要构造 𝒜 = (𝒬, 𝛤 , 𝛴, ℛ) 和两个 𝒜
上的进程 𝑃 , 𝑄。

首先，我们引入如下 𝑑 + 1 个状态：

𝒬 def= {𝑝, 𝑞1, 𝑞2, ⋯ , 𝑞𝑑}

其中，𝑞1, 𝑞2, ⋯ , 𝑞𝑑 分别对应于 𝒞 中的 𝑑 个计数器 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑑。此外，我们还需要

一个额外的状态 𝑝，状态 𝑝 将作为一个标准，用来帮助判断一个计数器是否为 0。
我们引入一些栈符号来记录计数器上的操作：

𝛤𝒞
def= {𝑋+

𝑖 , 𝑋−
𝑖 , 𝑋0

𝑖 ∶ 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑑} ⊆ 𝛤

我们引入一些栈符号来记录 𝒮 中的状态：

𝛤𝒮
def= {𝑌𝑠, 𝑌 ′

𝑠 ∶ 𝑠 ∈ 𝒮} ⊆ 𝛤

利用前面引入的状态以及栈符号，𝒩 的初始格局 𝜎𝑠 = (𝑡𝑠, 𝑛1, 𝑛2, ⋯ , 𝑛𝑑) 可以

被编码为一对进程：

𝑃 = 𝑝𝑌𝑡𝑠(𝑋
+
1 )𝑛1 ⋯ (𝑋+

𝑑 )𝑛𝑑 𝑄 = 𝑝𝑌 ′
𝑡𝑠

(𝑋+
1 )𝑛1 ⋯ (𝑋+

𝑑 )𝑛𝑑

在这对进程互模拟的过程中，我们会始终让栈顶符号去编码 𝒩 当前的状

态，栈中的其他符号记录了所有对计数器的操作。因此，通过栈中的符号我们

就可以计算出当前计数器的值。我们定义一个映射 count ∶ 𝛤 ∗
𝒮 → ℤ𝑑。1 对于

𝛼 = 𝑋𝑛𝑋𝑛−1 ⋯ 𝑋1 ∈ 𝛤 ∗
𝒮，令 𝐾𝑖 表示最大的满足 𝑋𝑗 = 𝑋0

𝑖 的下标 𝑗。如果 𝑋0
𝑖

在 𝛼 中没有出现，则令 𝐾𝑖 = 0。令 𝐼𝑖 和 𝐷𝑖 分别表示 𝑋𝑛𝑋𝑛−1 ⋯ 𝑋𝐾𝑖+1 中 𝑋+
𝑖 和

𝑋−
𝑖 出现的次数，我们定义：

count(𝛼) def= (𝐼1 − 𝐷1, 𝐼2 − 𝐷2, ⋯ 𝐼𝑑 − 𝐷𝑑) (3–1)

直观上，函数 count 计算了 𝑑 个计数器在经历了当前栈符号中记录的操作后，计

数器的最终取值。我们定义 count𝑖(𝛼) def= 𝐼𝑖 − 𝐷𝑖，即第 𝑖 个计数器的最终取值。

例 3.1 count1(𝑋+
2 𝑋0

2𝑋−
1 𝑋+

2 𝑋+
1 ) = 0，count2(𝑋+

2 𝑋0
2𝑋−

1 𝑋+
2 𝑋+

1 ) = 1
1事实上，重置 Petri 网中的计数器的值不能为负，定义域中的一些使计数器成为负数的符号串（例如

𝑋−
1 𝑋−

1 𝑋+
1 ）在模拟过程中是不会出现的。这里为了方便起见，我们让函数 count 定义在了所有 𝛤 ∗

𝒮 中的符号串

上，同时值域定义在 ℤ𝑑 上而不是 ℕ𝑑 上。
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3.2.3 计数器操作

对于集合 ℛ 中的规则，我们将会在下推自动机 𝒜 中引入对应的规则，来保

证互模拟博弈能够模拟 𝒩 的运行。其中需要特别注意的是计数器的减法操作。我

们首先定义一些规则来实现2.4.2小节中介绍的防御者力迫技术。为了使后文中的

表述更加简洁，我们这里采用了 Benedikt 等人定义的宏规则的符号[72]。

我们定义宏规则 (𝑝𝑋, 𝑞𝑌 )
ATT
↪−−−→ {(𝑝1𝛼1, 𝑞1𝛽1), (𝑝2𝛼2, 𝑞2𝛽2)} 表示如下迁移规则

的集合：

𝑝𝑋 𝑎−→ 𝑝1𝛼1 𝑞𝑌 𝑎−→ 𝑞1𝛽1

𝑝𝑋 𝑏−→ 𝑝2𝛼2 𝑞𝑌 𝑏−→ 𝑞2𝛽2

这里动作 𝑎 和 𝑏 在 𝒜 中的其他规则中都不会出现。在这条宏规则中，攻击者是占

据主动的一方。他可以主动的选择动作 𝑎 或者 𝑏，从而使博弈进入 (𝑝1𝛼1, 𝑞1𝛽1) 或

者 (𝑝2𝛼2, 𝑞2𝛽2)。
有时我们不强调攻击者的选择权，我们引入宏规则 (𝑝𝑋, 𝑞𝑌 )

ATT
↪−−−→ (𝑝1𝛼1, 𝑞1𝛽1)

表示如下迁移规则的集合：

𝑝𝑋 𝑎−→ 𝑝1𝛼1 𝑞𝑌 𝑎−→ 𝑞1𝛽1

接下来，我们定义一个防御者能够占据主动的宏规则，我们用 (𝑝𝑋, 𝑞𝑌 )
DEF
↪−−−→

{(𝑝1𝛼1, 𝑞1𝛽1), (𝑝2𝛼2, 𝑞2𝛽2)} 表示如下迁移规则的集合：

𝑝𝑋
𝑎1−−→ 𝑝𝑍1 𝑝𝑋

𝑎1−−→ 𝑝𝑍2 𝑝𝑋
𝑎1−−→ 𝑝𝑍3

𝑞𝑌
𝑎1−−→ 𝑝𝑍2 𝑞𝑌

𝑎1−−→ 𝑝𝑍3

𝑝𝑍1
𝑎2−−→ 𝑝1𝛼1 𝑝𝑍1

𝑎3−−→ 𝑝2𝛼2 𝑝𝑍2
𝑎2−−→ 𝑝1𝛼1 𝑝𝑍2

𝑎3−−→ 𝑞2𝛽2

𝑝𝑍3
𝑎2−−→ 𝑞1𝛽1 𝑝𝑍3

𝑎3−−→ 𝑝2𝛼2

这里的动作 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 和栈符号 𝑍1, 𝑍2, 𝑍3 在 𝒜 中的其他规则中都不会出现。这

些规则就是图2–2的实现，可以看到防御者能够用这些规则迫使攻击者做出特定的

动作，从而占据博弈的主动。

下面的引理说明了这些宏规则的作用。因为我们没有限制 (𝑝𝑋, 𝑞𝑌 ) 是否还有

其他动作，所以该引理的叙述不像引理2.4那么强。

引理 3.5 我们有以下两点成立：

• 引入宏规则 (𝑝𝑋, 𝑞𝑌 )
ATT
↪−−−→ {(𝑝1𝛼1, 𝑞1𝛽1), (𝑝2𝛼2, 𝑞2𝛽2)} 之后，如果 𝑝1𝛼1𝛾 ≁

𝑞1𝛽1𝛾 或者 𝑝2𝛼2𝛾 ≁ 𝑞2𝛽2𝛾，那么 𝑝𝑋𝛾 ≁ 𝑞𝑌 𝛾。
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• 引入宏规则 (𝑝𝑋, 𝑞𝑌 )
DEF
↪−−−→ {(𝑝1𝛼1, 𝑞1𝛽1), (𝑝2𝛼2, 𝑞2𝛽2)} 之后，如果 𝑝𝑋𝛾 ∼

𝑞𝑌 𝛾，那么 𝑝1𝛼1𝛾 ∼ 𝑞1𝛽1𝛾 或者 𝑝2𝛼2𝛾 ∼ 𝑞2𝛽2𝛾。

借助于这些宏规则，我们可以在 PDA 中引入规则来模拟重置 Petri 网中的规

则。对于规则 (𝑠, 𝑜𝑝, 𝑡) ∈ ℛ，有以下几种情况：

• 如果 𝑜𝑝 = INC(𝑐𝑖)，引入宏规则 (𝑝𝑌𝑠, 𝑝𝑌 ′
𝑠 )

ATT
↪−−−→ (𝑝𝑌𝑡𝑋+

𝑖 , 𝑝𝑌 ′
𝑡 𝑋+

𝑖 )；
• 如果 𝑜𝑝 = RESET(𝑐𝑖)，引入宏规则 (𝑝𝑌𝑠, 𝑝𝑌 ′

𝑠 )
ATT
↪−−−→ (𝑝𝑌𝑡𝑋0

𝑖 , 𝑝𝑌 ′
𝑡 𝑋0

𝑖 )；
• 如果 𝑜𝑝 = DEC(𝑐𝑖)，引入宏规则 (𝑝𝑌𝑠, 𝑝𝑌 ′

𝑠 )
DEF
↪−−−→ {(𝑝𝑌𝑡𝑋−

𝑖 , 𝑝𝑌 ′
𝑡 𝑋−

𝑖 ), (𝑝, 𝑞𝑖)}
通过引入的规则我们可以看到，当互模拟博弈的格局为 (𝑝𝑌𝑠𝛼, 𝑝𝑌 ′

𝑠 𝛼) 时，𝒩
中的 INC(𝑐𝑖) 和 RESET(𝑐𝑖) 操作是可以随时进行的，PDA 直接将操作记录到栈中。但

是当攻击者想去做一个 DEC(𝑐𝑖) 操作时，防御者有机会将博弈引入另外一个分支

(𝑝𝛼, 𝑞𝑖𝛼)。防御者选择进入这个分支的条件是计数器 𝑐𝑖 当前的值为 0。我们将在下

一小节中引入规则保证如下引理成立：

引理 3.6 对于 𝛼 ∈ 𝛤 ∗
𝒮，𝑞𝑖𝛼 ∼ 𝑝𝛼 当且仅当 count𝑖(𝛼) = 0。

3.2.4 合法性检查

在对重置 Petri 网迁移路径的模拟过程中，我们将所有计数器上的所有操作全

部放在栈上。因此为实现引理3.6，需要解决的一个重要问题是当验证某个计数器 𝑖
的值时，如何屏蔽对其他计数器的操作，从而反映出某个特定的计数器的大小。这

里我们将放弃符号之间的严格对应，而是将栈中的内容当作一个整体来考虑。为

此，我们会要求进程在此后只能做一种动作 𝑏𝑝，而进程之间是否互模拟就取决于

其能够做的动作的总个数是否相等。

为了使后文中的表述更加简洁，我们引入一个新的宏规则 𝑝𝑋
𝑢
↪−→ 𝑞𝛼，其中

𝑢 = 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛，该宏规则表示如下的一系列连续的迁移规则的集合：

𝑝𝑋
𝑎1−−→ 𝑝𝑋1

𝑎2−−→ ⋯
𝑎𝑛−1−−−→ 𝑝𝑋𝑛−1

𝑎𝑛−−→ 𝑞𝛼

其中，动作 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛 和栈符号 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛−1 都不会出现在 𝒜 的其他规则中。

控制状态 𝑝 将作为一个标准，我们引入如下规则：

𝑝𝑋
𝑏𝑝𝑏𝑝
↪−−−→ 𝑝 对于所有的𝑋 ∈ 𝛤𝒞

在状态 𝑝 下，所有的 𝛤𝒞 中的栈符号在出栈的过程中都会做两个 𝑏𝑝 动作。而对于
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控制状态 𝑞𝑖，我们引入如下规则：

𝑞𝑖𝑋−
𝑖

𝑏𝑝
↪−→ 𝑞𝑖

𝑞𝑖𝑋+
𝑖

𝑏𝑝𝑏𝑝𝑏𝑝
↪−−−−→ 𝑞𝑖

𝑞𝑖𝑋0
𝑖

𝑏𝑝𝑏𝑝
↪−−−→ 𝑝

𝑞𝑖𝑋
𝑏𝑝𝑏𝑝
↪−−−→ 𝑞𝑖 对于所有的𝑋 ∈ 𝛤𝒞 ⧵ {𝑋−

𝑖 , 𝑋+
𝑖 , 𝑋0

𝑖 }

我们可以看到，当状态 𝑞𝑖 遇到其他计数器上的操作时，和状态 𝑝 一样，每个

栈符号在出栈的过程也会做两个 𝑏𝑝 动作。而当状态 𝑞𝑖 遇到与第 𝑖 个计数器相关的

操作时，会有和状态 𝑝 不同的行为：当遇到 INC(𝑐𝑖) 时，状态 𝑞𝑖 控制下的进程会多

做一个 𝑏𝑝 动作；当遇到 DEC(𝑐𝑖) 时，状态 𝑞𝑖 控制下的进程会少做一个 𝑏𝑝 动作；当

遇到 RESET(𝑐𝑖) 时，状态 𝑞𝑖 控制下的进程会进入状态 𝑝。
借助这些规则，我们可以证明引理3.6。

证明 (引理3.6的证明) 可以看到 𝑞𝑖𝛼 和 𝑝𝛼 是否互模拟取决于从它们开始做的 𝑏𝑝
动作的次数是否相等。在遇到第一个栈符号 𝑋0

𝑖 之前，进程 𝑞𝑖𝛼 中每遇到一个符号

𝑋+
𝑖 ，会做连续 3 个 𝑏𝑝 动作；每遇到一个符号 𝑋−

𝑖 ，会做 1 个 𝑏𝑝 动作；遇到其他的

符号会做连续 2 个 𝑏𝑝 动作。当遇到符号 𝑋0
𝑖 后，会进入状态 𝑝，此后所有的符号

都做连续 2 个 𝑏𝑝 动作。因此 𝑞𝑖𝛼 和 𝑝𝛼 互模拟当且仅当

3𝐼𝑖 + 𝐷𝑖 + 2(|𝛼| − 𝐼𝑖 − 𝐷𝑖) = 2|𝛼|

这里 𝐼𝑖 和 𝐷𝑖 的定义参见 (3–1)。因为 count𝑖(𝛼) = 𝐼𝑖 − 𝐷𝑖，引理得证。 □

3.2.5 覆盖性检查

通过之前的构造，我们保证了互模拟博弈将会忠实的反映重置 Petri 网的一条

执行路径。当互模拟博弈到达格局 (𝑝𝑌𝑡𝑓 𝛼, 𝑝𝑌 ′
𝑡𝑓

𝛼) 时，即对应的 𝒩 进入状态 𝑡𝑓 时，

攻击者有机会去验证当前的格局是否覆盖目标格局 𝜎𝑓 = (𝑡𝑓 , 𝑚1, 𝑚2, ⋯ , 𝑚𝑑)。
我 们 引 入 栈 符 号 (𝑍1, 𝑍′

1), (𝑍2, 𝑍′
2), ⋯ , (𝑍𝑑+1, 𝑍′

𝑑+1) 和 栈 符 号

(𝑍1,𝑚1 , 𝑍′
1,𝑚1

), (𝑍2,𝑚2 , 𝑍′
2,𝑚2

), ⋯ , (𝑍𝑑,𝑚𝑑 , 𝑍′
𝑑,𝑚𝑑

)，并引入以下规则：

(𝑝𝑌𝑡𝑓 , 𝑝𝑌 ′
𝑡𝑓

)
ATT
↪−−−→ (𝑝𝑍1, 𝑝𝑍′

1)

(𝑝𝑍𝑖, 𝑝𝑍′
𝑖 )

DEF
↪−−−→ {(𝑝𝑍𝑖,𝑚𝑖 , 𝑝𝑍′

𝑖,𝑚𝑖
), (𝑝𝑍𝑖+1, 𝑝𝑍′

𝑖+1)}, 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑑

𝑝𝑍𝑑+1
𝑓−→ 𝑝, 𝑝𝑍′

𝑑+1
𝑏𝑝𝑜𝑝−−−→ 𝑝
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攻击者可以通过执行 (𝑝𝑌𝑡𝑓 , 𝑝𝑌 ′
𝑡𝑓

)
ATT
↪−−−→ (𝑝𝑍1, 𝑝𝑍′

1) 来声称当前格局可以覆盖格局

𝜎𝑓。此后，防御者要避免博弈进入 (𝑝𝑍𝑑+1, 𝑝𝑍′
𝑑+1)，因为 𝑝𝑍𝑑+1 的 𝑓 动作不能被

𝑝𝑍′
𝑑+1 模拟。因此，防御者将从以下格局中选择一个继续下去：

(𝑝𝑍1,𝑚1𝛼, 𝑝𝑍′
1,𝑚1

𝛼), (𝑝𝑍2,𝑚2𝛼, 𝑝𝑍′
2,𝑚2

𝛼), ⋯ , (𝑝𝑍𝑑,𝑚𝑑 𝛼, 𝑝𝑍′
𝑑,𝑚𝑑

𝛼)

当防御者选择格局 (𝑝𝑍𝑖,𝑚𝑖𝛼, 𝑝𝑍′
𝑖,𝑚𝑖

𝛼)，表示防御者质疑在第 𝑖 维上，当前计数

器的值比目标值小。因此我们将会设计规则使得下述性质成立：

引理 3.7 对于 𝛼 ∈ 𝛤 ∗
𝒮，𝑝𝑍𝑖,𝑚𝑖𝛼 ∼ 𝑝𝑍′

𝑖,𝑚𝑖
𝛼 当且仅当 count𝑖(𝛼) < 𝑚𝑖。

为了保证引理3.7成立，对于 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑑，我们引入栈符号 (𝑍𝑖,0, 𝑍′
𝑖,0), …,

(𝑍𝑖,𝑚𝑖 , 𝑍′
𝑖,𝑚𝑖

) 并引入以下规则：

(𝑝𝑍𝑖,𝑗 , 𝑝𝑍′
𝑖,𝑗)

DEF
↪−−−→ {(𝑝𝑍𝑖,𝑗−1𝑋−

𝑖 , 𝑝𝑍′
𝑖,𝑗−1𝑋−

𝑖 ), (𝑝, 𝑞𝑖)}, 𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑚𝑖

𝑝𝑍𝑖,0
𝑓−→ 𝑝, 𝑝𝑍′

𝑖,0
𝑏𝑝𝑜𝑝−−−→ 𝑝

(3–2)

证明 (引理3.7的证明) 根据 (3–2) 中引入的规则，如果博弈进入 (𝑝𝑍𝑖,0, 𝑝𝑍′
𝑖,0)，那

么攻击者获胜。所以防御者一定要在某个时间点选择测零。而防御者在选择测零

之前，一共有 𝑚𝑖 次机会将符号 𝑋−
𝑖 压入栈中。

如果 count𝑖(𝛼) < 𝑚𝑖，那么防御者可以选择将 count𝑖(𝛼) 个 𝑋−
𝑖 符号压入栈中。

博弈将会进入格局 (𝑝𝛾𝛼, 𝑞𝑖𝛾𝛼)，使得 count𝑖(𝛾𝛼) = 0。根据引理3.6，防御者获胜。

如果 count𝑖(𝛼) ≥ 𝑚𝑖，那么无论防御者如何选择，最终进入测零时的格局

(𝑝𝛾𝛼, 𝑞𝑖𝛾𝛼)，一定有 count𝑖(𝛾𝛼) > 0。根据引理3.6，攻击者获胜。 □

3.2.6 结论证明

我们已经完成了 𝒜 的构造，接下来我们可以证明归约的正确性。

引理 3.8 𝑑 个计数器的重置 Petri 网的可覆盖问题可以（在指数时间）归约到 𝑑 +1
个状态的下推自动机的互模拟问题。

证明 如果格局 (𝑡𝑠, 𝑛1, ⋯ , 𝑛𝑑) 可以覆盖格局 (𝑡𝑓 , 𝑚1, ⋯ , 𝑚𝑑)，那么存在一个格局

(𝑡𝑓 , 𝑚′
1, ⋯ , 𝑚′

𝑑)，使得 (𝑡𝑠, 𝑛1, ⋯ , 𝑛𝑑) →∗ (𝑡𝑓 , 𝑚′
1, ⋯ , 𝑚′

𝑑) ≥ (𝑡𝑓 , 𝑚1, ⋯ , 𝑚𝑑)。那么攻

击者只要简单的按照路径 (𝑡𝑠, 𝑛1, ⋯ , 𝑛𝑑) →∗ (𝑡𝑓 , 𝑚′
1, ⋯ , 𝑚′

𝑑) 来选择动作即可。因

为每一个减法操作都是合法的，防御者不能通过测零来赢得胜利。博弈可以到达

(𝑝𝑌𝑡𝑓 𝛼, 𝑝𝑌 ′
𝑡𝑓

𝛼)，并且对于 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑，count𝑖(𝛼) ≥ 𝑚′
𝑖。攻击者可以进入覆盖性检查

并赢得博弈。
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如果格局 (𝑡𝑠, 𝑛1, ⋯ , 𝑛𝑑) 不能覆盖 (𝑡𝑓 , 𝑚1, ⋯ , 𝑚𝑑)，防御者只需要跟随攻击者的

动作，并且在攻击者试图做不合法的减法操作时选择测零。那么当博弈进入格局

(𝑝𝑌𝑡𝑓 𝛽, 𝑝𝑌 ′
𝑡𝑓

𝛽) 时，一定存在某个 𝑖，使得 count𝑖(𝛽) < 𝑚𝑖。根据引理 3.7，如果攻击者

要进入覆盖性检查，那么防御者将获胜。如果攻击者始终不进入覆盖性检查，博

弈可以一直进行下去，防御者也将获胜。

本章中描述的归约是指数时间的。导致指数时间的原因是起始格局和目标格

局可以是二进制编码的，因此对其的处理可能会引入指数多条规则。利用4.3.2小
节的技术，也可以将此归约改进为多项式时间。 □

根据引理3.8，定理3.2和定理3.3，我们可以得到结论：

定理 3.1 判定下推自动机的强互模拟等价是 ACKERMANN-难的。状态数给定为

𝑑 ≥ 4 的下推自动机的强互模拟等价问题是F𝑑−1-难的。

为了保证构造的下推自动机是一个赋范下推自动机，我们可以再引入一些规

则。对于 𝑠 ∈ 𝒮，我们有：

𝑝𝑌𝑠
𝑏𝑝−→ 𝑝 𝑝𝑌 ′

𝑠
𝑏𝑝−→ 𝑝

这些规则的引入不会影响归约的正确性，因为攻击者不会主动去选择这些新引入

的规则，否则防御者做对应的规则可以赢得博弈。因此我们可以将此结果推广到

赋范下推自动机。

定理 3.9 判定赋范下推自动机的强互模拟等价是 ACKERMANN-难的。状态数给

定为 𝑑 ≥ 4 的赋范下推自动机的互模拟等价问题是F𝑑−1-难的。

3.3 一阶文法和下推自动机的比较

一阶文法是下推自动机互模拟等价研究中提出的一个重要概念。有很多关于

下推自动机的结论都是在一阶文法的框架下给出的 [39, 71, 95, 106]。一阶文法等

价于内部动作确定的下推自动机。事实上，一阶文法的定义中没有内部动作。一

阶文法中的一个进程可以用一个图来表示，在内部动作确定的 PDA 转换为一阶文

法的过程中，通过图上节点的坍缩，确定的内部动作都会被吸收掉。而不确定的

内部动作无法吸收，因此一般的 PDA 无法转换成一阶文法。

具体而言，一个一阶文法中定义的进程 𝑇 可以被编码到一个内部动作确定的

PDA 的进程 𝑃，使得 𝑇 和 𝑃 是弱互模拟的 [71]。Caucal 在文章 [107] 的命题 5.8
中提到，在考虑强互模拟时，一阶文法要严格的比下推自动机强。不过 Caucal 没
有给出证明。在本节中，我们将给出一个证明。
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我们将证明如下定理：

定理 3.10 存在一个内部动作确定的 PDA 的进程 𝑃，对于任意实时 PDA 进程 𝑂，

𝑃 ≉ 𝑂。

有了定理3.10，我们再通过文章 [71] 中给出的从内部动作确定的 PDA 到一阶

文法的转换方法，可以得到一个一阶文法的进程 𝑇 ，使得 𝑇 ≈ 𝑃 。并且按照一阶

文法的定义，𝑇 中没有内部动作，因此 𝑇 不能和任意实时 PDA 进程强互模拟。我

们可以有如下推论：

推论 3.11 存在一个一阶文法中定义的进程 𝑇 ，对于任意实时 PDA进程 𝑂, 𝑂 ≁ 𝑇 .

我们给出一个满足定理3.10的内部动作确定的 PDA 的一个例子：

例 3.2 我们定义一个内部动作确定的 𝒜，它包含以下规则：

• 𝑝𝑋0
𝑎−→ 𝑝𝑋, 𝑝𝑋 𝑎−→ 𝑝𝑋𝑋, 𝑝𝑋 𝑏−→ 𝑝𝑌 𝑋, 𝑝𝑌 𝑏−→ 𝑝𝑌 𝑌 ;

• 𝑝𝑌 𝑐−→ 𝑝1𝑌 , 𝑝𝑌 𝑑−→ 𝑝2𝑌 ;
• 𝑝1𝑌 𝜏−→ 𝑝1, 𝑝1𝑋 𝑎−→ 𝑝1, 𝑝2𝑌 𝑏−→ 𝑝2, 𝑝2𝑋 𝜏−→ 𝑝2.

直观上，𝑝𝑋0 可以通过动作 𝑝𝑋0
𝑎𝑚𝑏𝑛
−−−→ 𝑝𝑌 𝑚𝑋𝑛 在栈中记录 𝑚 和 𝑛 的信息。执

行动作 𝑐 之后，进程可以做动作 𝑎𝑚，执行动作 𝑑 之后，再通过一段出栈的内部动

作，进程可以做 𝑏𝑛。我们将证明实时下推自动机无法做到这一点。这也可以说明

为什么一阶文法下界的证明 [39] 无法直接用在实时下推自动机上。

引理 3.12 对于例子3.2中的进程 𝑝𝑋0，和任意一个实时下推自动机的进程 𝑂，一

定有 𝑂 ≉ 𝑝𝑋0。

本节的余下部分将会证明引理 3.12。
首先，我们定义一些路径上的性质。给定一条路径

𝜉 ∶ 𝑃0
𝑎1−−→ 𝑃1

𝑎2−−→ ⋯
𝑎𝑘−−→ 𝑃𝑘 (3–3)

如果对于 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 都满足 |𝑃𝑖| ≥ |𝑃0|，那么我们称 𝜉 是非下降（non-sinking）的。

如果 𝜉 是非下降的，那么我们可以将 (3–3) 写作：

𝜉 ∶ 𝑞𝑋𝛼
𝑎1−−→ 𝑄1𝛼

𝑎2−−→ ⋯
𝑎𝑘−−→ 𝑄𝑘𝛼 (3–4)

其中 |𝑄𝑖| > 0。直观上，非下降的路径要求整条路径的动作都源自初始进程的状

态和栈顶符号。
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定义 3.2 (可泵的) 给定一条路径 𝜉，如果满足以下两点：

• 𝜉 是非下降的；

• 存在状态 𝑞 ∈ 𝒬，栈符号 𝑋 ∈ 𝛤，𝛼 ∈ 𝛤 ∗ 和 𝛽 ∈ 𝛤 +，使得 𝑃0 = 𝑞𝑋𝛼，

𝑃𝑘 = 𝑞𝑋𝛽𝛼。

我们称 𝜉 是 可泵的（pumpable）的。

如果 𝜉 是可泵的，那么我们可以将 (3–4) 写作：

𝜉 ∶ 𝑞𝑋𝛼
𝑎1−−→ 𝑄1𝛼

𝑎2−−→ ⋯
𝑎𝑘−−→ 𝑞𝑋𝛽𝛼 (3–5)

我们可以不失一般性的假定在下推自动机中的每一条规则 (𝑝, 𝑋, 𝑎, 𝑞, 𝛼) ∈ ℛ
都满足 |𝛼| ≤ 2。任意一个下推自动机都可以通过引入一些辅助的栈符号来转换成

一个满足上述要求的下推自动机。

引理 3.13 给定下推自动机 𝒜 = (𝒬, 𝛤 , 𝛴, ℛ)，𝑃0 是 𝒜 的一个进程。如果路径：

𝜉 ∶ 𝑃0
𝑎1−−→ 𝑃1

𝑎2−−→ ⋯
𝑎𝑛−−→ 𝑃𝑛 (3–6)

• 𝑛 ≥ |𝑃0| ⋅ (|𝑄| ⋅ |𝛤 | + 1)|𝑄|⋅|𝛤 |+1；

• 对于任意的两个 𝑃𝑖, 𝑃𝑗，𝑖 ≠ 𝑗，都满足 𝑃𝑖 ≠ 𝑃𝑗。

那么 𝜉 中一定包含一段可泵的路径。

证明 引理中对 𝜉 没有任何限制。我们将首先证明如果一条路径是非下降的，那

么当这段路径足够长之后，一定可以找到一段可泵的路径。之后再将该性质推广

到任意路径，从而完成引理的证明。

首先，给定：

𝜉′ ∶ 𝑄0
𝑏1−→ 𝑄1

𝑏2−→ ⋯
𝑏𝑚−−→ 𝑄𝑚 (3–7)

为一段非下降的路径，并且如果 𝑖 ≠ 𝑗，那么 𝑄𝑖 ≠ 𝑄𝑗。我们用 type(𝜉′) 来表示 𝜉′

出现的所有进程的状态和栈顶字符组成的二元组：

type(𝜉′) def= {(𝑞, 𝑍) ∶ 𝜉′ 中存在进程𝑞𝑍𝛽}

我们首先证明如下性质，记作 (⋆)：

如果 𝜉′ 的长度 𝑚 ≥ (|type(𝜉′)| + 1)|type(𝜉′)|+1，那么 𝜉′ 中包含一段可泵的路径。 (⋆)

我们按照集合 type(𝜉′) 中的元素个数 |type(𝜉′)| 做归纳。

• |type(𝜉′)| = 1，那么 𝜉′ 本身就是可泵的。
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• |type(𝜉′)| = 𝑘 + 1。根据假定，𝜉′ 的长度至少为 (𝑘 + 2)𝑘+2。因为 𝜉′ 是非下

降的并且 𝜉′ 中任意两个进程都不相等，因此只有不超过 𝑘 个其他进程的栈

高度和 𝑄0 相等，如果将这些栈高度最短的进程去掉，那么 (3–7) 将被分为

不超过 𝑘 + 1 段，其中至少应该有一段的长度超过 (𝑘 + 1)𝑘+1，我们将该段

路径记作 𝜉″。因为我们可以不失一般性的假定 𝒜 的一条迁移规则最多只

会让栈的高度增加 1，因此 𝜉″ 也是非下降的。

我们将进程 𝑄0 写成 𝑞𝑍𝛼，可以分两种情况讨论：(1) 如果 (𝑞, 𝑍) ∈ type(𝜉″)，

那么在 𝜉″ 中存在一个进程 𝑄𝑗 = 𝑞𝑍𝛽𝛼，路径 𝑄0
𝑏1−→ ⋯

𝑏𝑗−→ 𝑄𝑗 是可泵的；

(2) 如果 (𝑞, 𝑍) ∉ type(𝜉″)，那么我们有 |type(𝜉″)| = 𝑘。可以根据归纳假设，

𝜉″ 包含一段可泵的路径。

接下来，我们将性质 (⋆) 推广到任意路径 𝜉。我们考察 (3–6) 中从起始进程 𝑃0 出

发，长度为 (|𝒬| ⋅ |𝛤 | + 1)|𝒬|⋅|𝛤 |+1 的一段子路径 𝜉′ 中，(1) 如果 𝜉′ 是非下降的，那

么根据性质 (⋆)，我们可以在 𝜉′ 中得到一段可泵的路径；(2) 如果 𝜉′ 不是非下降

的，那么在 𝜉′ 中存在某个 𝑃 ′，|𝑃 ′| = |𝑃0| − 1。我们可以将进程 𝑃 ′ 做为新的起

点。因为初始的进程 𝑃0 的栈高度是有限的，最多经历 |𝑃0| ⋅ (|𝑄||𝛤 | + 1)|𝑄||𝛤 |+1 步

之后，我们一定能够找到一段可泵的路径。 □

有了上述引理之后，我们就可以证明引理3.12。

证明 (引理 3.12的证明) 我们用反证法。假定存在一个实时下推自动机 𝒜′ =
(𝒬, 𝛤 , 𝛴, ℛ) 和 𝒜′ 的一个进程 𝑂，满足 𝑂 ≈ 𝑝𝑋0。不失一般性的，我们假定 ℛ
中所有的规则 𝑞1𝑋 𝑎−→ 𝑞2𝛼 ∈ ℛ 满足 |𝛼| ≤ 2 。为了区分，当我们用 𝑝 表示例

子3.2中的状态，用 𝑞 表示 𝒜′ 中的状态。定义常数 𝑁 = |𝒬| ⋅ |𝛤 | + 1。假定在

例3.2中，从进程 𝑝𝑋0 开始连续做 𝑚 个 𝑎 动作和 𝑛 个 𝑏 动作，其中 𝑚 ≥ 1：

𝑝𝑋0
𝑎𝑚
−−→ 𝑝𝑋𝑚 𝑏−→ 𝑝𝑌 𝑋𝑚 𝑏−→ ⋯ 𝑏−→ 𝑝𝑌 𝑛𝑋𝑚. (3–8)

因为 𝑂 ≈ 𝑝𝑋0 并且 𝒜′ 是实时 PDA，因此进程 𝑂 对 (3–8) 中动作的模拟的过程可

以写成如下路径：

𝑂 𝑎𝑚
−−→ 𝑂𝑚,0

𝑏−→ 𝑂𝑚,1
𝑏−→ ⋯ 𝑏−→ 𝑂𝑚,𝑛 (3–9)

其中，对于 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛，我们有 𝑂𝑚,𝑖 ≈ 𝑝𝑌 𝑖𝑋𝑚。又因为对于 𝑖 ≠ 𝑗，有 𝑝𝑌 𝑖𝑋𝑚 ≉ 𝑝𝑌 𝑗𝑋𝑚，

因此 𝑂𝑚,𝑖 ≁ 𝑂𝑚,𝑗。我们可以令 𝑛 = |𝑂𝑚,0|𝑁𝑁 = |𝑂𝑚,0| ⋅ (|𝒬| ⋅ |𝛤 | + 1)|𝒬|⋅|𝛤 |+1。根

据引理 3.13，存在 𝑞 ∈ 𝒬，𝑍 ∈ 𝛤，0 ≤ 𝑠 < 𝑡 ≤ 𝑛，使得：

1. 𝑞𝑍𝛼 = 𝑂𝑚,𝑠，𝑞𝑍𝛽𝛼 = 𝑂𝑚,𝑡。其中，𝛼 ∈ 𝛤 ∗，𝛽 ∈ 𝛤 +；
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2. 以下路径是可泵的：

𝑂𝑚,𝑠
𝑏−→ 𝑂𝑚,𝑠+1

𝑏−→ ⋯ 𝑏−→ 𝑂𝑚,𝑡

可泵的路径的特点是这一段是可以不断重复执行的。令 𝑘 = 𝑡 − 𝑠，我们有：

𝑞𝑍𝛼 𝑏𝑘
−−→ 𝑞𝑍𝛽𝛼 𝑏𝑘

−−→ 𝑞𝑍𝛽𝛽𝛼 𝑏𝑘
−−→ ⋯ (3–10)

因为 𝑞𝑍𝛼 = 𝑂𝑚,𝑠 ≈ 𝑝𝑌 𝑠𝑋𝑚，路径(3–10)中的动作可以被进程 𝑝𝑌 𝑠𝑋𝑚 模拟：

𝑝𝑌 𝑠𝑋𝑚 𝑏𝑘
−−→ 𝑝𝑌 𝑠+𝑘𝑋𝑚 𝑏𝑘

−−→ 𝑝𝑌 𝑠+2𝑘𝑋𝑚 𝑏𝑘
−−→ ⋯ (3–11)

根据互模拟的定义，对于 𝑖 ≥ 0，𝑞𝑍𝛽𝑖𝛼 ≈ 𝑝𝑌 𝑠+𝑘𝑖𝑋𝑚。

我们可以选取两个不同的 𝑚 的取值：𝑚1 和 𝑚2，我们分别得到两组(3–10)和
(3–11)中的执行路径。当然，其中涉及到的 𝑠 > 0, 𝑘 > 0, 𝑞 ∈ 𝒬, 𝑍 ∈ 𝛤 , 𝛼 ∈ 𝛤 ∗,
𝛽 ∈ 𝛤 + 都可能不同。因为 𝑞 和 𝑍 都只有有限多个，根据鸽巢原理（Pigeonhole
principle），我们可以选定 1 ≤ 𝑚1 < 𝑚2 ≤ 𝑁 使得(3–10)中的 𝑞 和 𝑍 相同。其他不

同的符号我们可以分别记作 𝑠1, 𝑘1, 𝛼1, 𝛽1 和 𝑠2, 𝑘2, 𝛼2, 𝛽2。不难看出，

𝑞𝑍𝛼1 = 𝑂𝑚1,𝑠1 ≈ 𝑝𝑌 𝑠1𝑋𝑚1 𝑞𝑍𝛼2 = 𝑂𝑚2,𝑠2 ≈ 𝑝𝑌 𝑠2𝑋𝑚2

此外，𝑞𝑍 𝑏𝑘1
−−→ 𝑞𝑍𝛽1，𝑞𝑍 𝑏𝑘2

−−→ 𝑞𝑍𝛽2。

因为 𝑂𝑚1,𝑠1 ≈ 𝑝𝑌 𝑠1𝑋𝑚1，动作序列 𝑂𝑚1,𝑠1

𝑏𝑘1⋅𝑁
−−−−→ 𝑞𝑍𝛽𝑁

1 𝛼1 可以被 𝑝𝑌 𝑠1𝑋𝑚1
𝑏𝑘1⋅𝑁
−−−−→

𝑝𝑌 𝑠1+𝑘1⋅𝑁𝑋𝑚1 模拟。因为进程 𝑂𝑚2,𝑠2 也可以执行从 𝑂𝑚1,𝑠1 开始的可泵的路径，并

且 𝑂𝑚2,𝑠2 ≈ 𝑝𝑌 𝑠2𝑋𝑚2，所以动作序列 𝑂𝑚2,𝑠2

𝑏𝑘1⋅𝑁
−−−−→ 𝑞𝑍𝛽𝑁

1 𝛼2 可以被 𝑝𝑌 𝑠2𝑋𝑚2
𝑏𝑘1⋅𝑁
−−−−→

𝑝𝑌 𝑠2+𝑘1⋅𝑁𝑋𝑚2 模拟。我们可以得到

𝑝𝑌 𝑠1+𝑘1⋅𝑁𝑋𝑚1 ≈ 𝑞𝑍𝛽𝑁
1 𝛼1 𝑝𝑌 𝑠2+𝑘1⋅𝑁𝑋𝑚2 ≈ 𝑞𝑍𝛽𝑁

1 𝛼2

考虑下面一段从 𝑝𝑌 𝑠2+𝑘1⋅𝑁𝑋𝑚2 开始的迁移路径：

𝑝𝑌 𝑠2+𝑘1⋅𝑁𝑋𝑚2
𝑐−→ 𝑝1𝑌 𝑠2+𝑘1⋅𝑁𝑋𝑚2

𝜏
=⟹ 𝑝1𝑋𝑚2

𝑎𝑚1+1
−−−−→ 𝑝1𝑋𝑚2−𝑚1−1

𝑞𝑍𝛽𝑁
1 𝛼2 将执行互模拟动作：𝑞𝑍𝛽𝑁

1 𝛼2
𝑐𝑎𝑚1+1
−−−−−→ 𝑄1。因为 𝑞𝑍𝛽𝑁

1 𝛼2 是实时下推

自动机中的进程，并且 𝑁 ≥ 𝑚1 + 1，因此从 𝑞𝑍𝛽𝑁
1 𝛼2 出发执行的动作 𝑐𝑎𝑚1+1 只和

𝑞𝑍𝛽𝑁
1 有关，而和 𝛼2 无关。因此进程 𝑞𝑍𝛽𝑁

1 𝛼1 出发也能够执行动作：𝑞𝑍𝛽𝑁
1 𝛼1

𝑐𝑎𝑚1+1
−−−−−→
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𝑄2。然而，与进程 𝑞𝑍𝛽𝑁
1 𝛼1 弱互模拟的进程 𝑝𝑌 𝑠1+𝑘1⋅𝑁𝑋𝑚1 却不能执行

𝑐𝑎𝑚1+1

====⟹。从

而我们得到矛盾。引理得证。

□

3.4 本章小结

下推自动机的强互模拟问题是验证领域的核心问题之一。最近，Jančar 和

Schimtz 证明了：

定理 3.14 (Jančar等 [71]) 判定下推自动机的强互模拟等价是一个 ACKER-
MANN 问题。判定状态数给定为 𝑑 的下推自动机的强互模拟等价是F𝑑+4 问题。

而在本章中，我们证明了：

定理 3.1 判定下推自动机的强互模拟等价是 ACKERMANN-难的。状态数给定为

𝑑 ≥ 4 的下推自动机的强互模拟等价问题是F𝑑−1-难的。

该证明还可以推广到赋范下推自动机：

定理 3.9 判定赋范下推自动机的强互模拟等价是 ACKERMANN-难的。状态数给

定为 𝑑 ≥ 4 的赋范下推自动机的互模拟等价问题是F𝑑−1-难的。

因此，我们有以下结论：

推论 3.15 （赋范）下推自动机的强互模拟等价是一个 ACKERMANN-完备问题。

此前，Jančar 等人证明了一个比实时下推自动机更强的模型：一阶文法的强

互模拟等价也是一个 ACKERMANN-完备问题 [39, 71]。我们在本章中探讨了一阶

文法和实时下推自动机的关系，证明了在强互模拟的意义下，一阶文法比实时下

推自动机严格的强。

通过以上结论我们可以看到，下推自动机的状态数量在其互模拟等价的研究

中是一个重要的参数。在第四章和第五章中，我们将分别探索下推自动机状态数

量固定时的参数复杂性的下界和上界。
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第四章 两个状态的赋范下推自动机互模拟等价下界

本章我们将会证明如下定理。

定理 4.1 两个状态的赋范下推自动机的强互模拟等价有 EXPTIME-难的下界。

这个证明的思路类似于 Kiefer 关于一般的基本进程代数的互模拟等价

EXPTIME-难的下界的证明 [54]。我们将会构造一个从“判定 Hit-or-Run 博弈的胜

者问题”到“两个状态的赋范下推自动机的互模拟等价问题”的归约。在4.1节中，我

们回顾了此前下推自动机强互模拟的参数复杂性的研究情况，总结了此前的证明

技术的局限性，并提出可能的研究思路。在4.2节中，我们给出 Hit-or-Run 博弈的

定义。在4.3节中，我们回顾了基本进程代数的互模拟等价下界的证明思路，这将

为定理4.1的证明打下基础。在4.4节中，我们构造了定理4.1的证明。4.5节对本章

内容做出总结。

4.1 研究思路

第三章中，我们证明了一个下推自动机强互模拟的一个参数复杂性下界：当

状态数量为 𝑑 ≥ 4 时，下推自动机的强互模拟问题是F𝑑−1-难的。这也是该问题的

第一个参数复杂性下界。

这个下界结论来自于重置 Petri 网可覆盖问题的归约。重置 Petri 网可覆盖问

题有一个非常好的参数复杂性：当一个重置 Petri 网的计数器的个数 𝑑 ≥ 3 时，可

覆盖问题是一个F𝑑-完备问题。这里的 𝑑 ≥ 3 的限制源于其下界证明技巧的局限

性。其具体做法是编码一个有界的 Minsky 机 [108]。Minsky 机的定义中至少有两

个计数器，而为了模拟 Minsky 机中的测零操作，还需要引入一个额外的计数器。

因此，通过这个方法证明的下界至少需要模拟三个计数器。第三章的归约中，我

们用了 𝑑 + 1 个状态来模拟 𝑑 个计数器。对于不超过三个状态的 PDA，这个归约

暂时无法得到任何复杂性的下界。因此，我们需要探索其他的技术。

当 PDA只有一个状态时，它等价于BPA模型。2013年，Kiefer通过一个Hit-or-
Run 博弈的胜者判定问题的归约证明了 BPA 的强互模拟是 EXPTIME-难的。本章

中，我们对定理4.1的证明将会借鉴 Kiefer 的证明思路。除此之外，2018 年，Jančar
证明了，给定一个二进制表示的单计数器网（One Counter Net, OCN），其强互模拟

问题是 EXPSPACE-难的 [109]。OCN 等价于只有一个栈符号的下推自动机。这个

结论很有希望推广到有少量控制状态的 PDA 的强互模拟问题上。一个可能的思路
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是将 OCN 的状态编码到 PDA 栈顶，将 OCN 的计数器编码到栈中，同时用第三章

的技术，借助两个状态对 OCN 的减法操作做出限制，从而实现对 OCN 的编码。

不过这个证明还有一些细节上的问题需要克服。

4.2 Hit-or-Run博弈

我们首先介绍 Hit-or-Run 博弈的定义：

定义 4.1 (Hit-or-Run博弈) 一个Hit-or-Run博弈在两个玩家（玩家 0 和玩家 1）之

间展开，它可以表示为一个六元组 (𝑆0, 𝑆1, →, 𝑠⊢, 𝑠⊣, 𝑘⊣)。其中

• 𝑆0 是玩家 0 的状态集合；

• 𝑆1 是玩家 1 的状态集合，𝑆0 ∩ 𝑆1 = ∅，定义 𝑆 def= 𝑆0 ∪ 𝑆1；

• →⊆ 𝑆 × ℕ × 𝑆 ∪ {𝑠⊣} 是迁移规则集合；

• 𝑠⊢ ∈ 𝑆 是起始状态；

• 𝑠⊣ ∉ 𝑆 是终止状态；

• 𝑘⊣ ∈ ℕ 是目标值；

对于规则 (𝑠, 𝑛, 𝑡) ∈→，我们也写作 𝑠 𝑛−→ 𝑡。博弈的一个格局是 𝜎 = (𝑠, 𝑘) ∈ (𝑆 ∪
{𝑠⊣}) × ℕ。博弈从格局 (𝑠⊢, 0) 开始。每一轮按照如下规则进行：

• 如果当前的格局 (𝑠, 𝑘) ∈ 𝑆0 × ℕ，那么玩家 0 将会选择一条规则 (𝑠, 𝑛, 𝑡)，格

局被更新为 (𝑡, 𝑘 + 𝑛)；
• 如果当前的格局 (𝑠, 𝑘) ∈ 𝑆1 × ℕ，那么玩家 1 将会选择一条规则 (𝑠, 𝑛, 𝑡)，格

局被更新为 (𝑡, 𝑘 + 𝑛)；
• 如果当前的格局 (𝑠, 𝑘) 满足 𝑠 = 𝑠⊣，博弈终止。

如果博弈终止时，当前格局为 (𝑠⊣, 𝑘), 𝑘 ≠ 𝑘⊣，那么玩家 1 将获胜；如果博弈一

直保持在格局集合 {(𝑠⊣, 𝑘⊣)} ∪ 𝑆 × ℕ 中，玩家 0 将获胜。可以看到，博弈的名字

“Hit-or-Run”就表示玩家 0 的获胜条件，或者击中（hit）格局 (𝑠⊣, 𝑘⊣)，或者避开

（run from）状态 𝑠⊣。

Kiefer 将一个多项式空间的交替式图灵机（Alternating Turing Machine, ATM）

的接受问题归约到 Hit-or-Run 博弈的胜者判定问题。借助计算复杂性理论中的结

论 APSPACE=EXPTIME，可以得到如下结论：

命题 4.2 (Kiefer [54]) 给定一个 Hit-or-Run 博弈，判定博弈的胜者是一个

EXPTIME-完备问题。
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4.3 基本进程代数的互模拟等价下界

4.3.1 基本进程代数

定义 4.2 一个基本进程代数系统 ℬ 是一个三元组 (𝒩 , 𝛴, ℛ)。
• 𝒩 是一个有限的非终止符号集合；

• 𝛴 是一个有限的动作集合；

• ℛ ⊆ 𝒩 × 𝛴 × 𝒩 ∗ 是一个迁移规则集合。

对于 (𝑋, 𝑎, 𝛽) ∈ ℛ，我们也写作 𝑋 𝑎−→ 𝛽。一个基本进程代数 (𝒩 , 𝛴, ℛ) 可以按照

规则 (4–1) 诱导出一个 𝒩 ∗ 上的标记迁移系统 (𝒩 ∗, 𝛴, →)。

𝑋 𝑎−→ 𝛼 ∈ ℛ
𝑋𝛽 𝑎−→ 𝛼𝛽 ∈ → (4–1)

基本进程代数上的进程用符号 𝑃 , 𝑄 ∈ 𝒩 ∗ 表示。基本进程代数上的强互模拟

等价定义如下：

BPA 上的强互模拟等价问题

输入： 一个基本进程代数 ℬ = (𝒩 , 𝛴, ℛ) 和两个进程 𝑃 和 𝑄，

问题：判定 𝑃 和 𝑄 是否强互模拟？

目前为止基本进程代数的强互模拟问题最好的下界是 Kiefer 在 2013 年给出

的 EXPTIME-难 [54]。具体做法是构造一个从 Hit-or-Run 博弈的胜者判定问题到

基本进程代数互模拟问题归约。

定理 4.3 (Kiefer [54]) 基本进程代数的强互模拟是 EXPTIME-难的。

我们将会简要回顾定理4.3的证明思路。我们在构造定理4.1的证明中也会用到

类似的思路。

4.3.2 二进制编码

由于 Hit-or-Run 博弈中涉及到了自然数的加法操作，为了保证归约的过程是

多项式时间的，有必要在 BPA 上实现一个二进制的编码。在本小节中，我们将介

绍 Kiefer 文中的编码。
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对于给定的 Hit-or-Run 博弈 (𝑆0, 𝑆1, →, 𝑠⊢, 𝑠⊣, 𝑘⊣)，我们令 𝑘 为博弈输入中出

现的最大的数字，即 𝑘 def= max{{𝑘⊣} ∪ {𝑚 ∶ (𝑠, 𝑚, 𝑡) ∈→}}。令 𝑛 为最小的满足

2𝑛 ≥ 𝑘 的自然数。可以引入非终止符集合：

𝒩𝑏 = {𝑋0, 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛} ⊆ 𝒩

其中 𝑋𝑖 将用来表示数字 2𝑖。类似于第三章。我们可以定义一个从 𝒩 ∗
𝑏 到 ℕ 的映

射 count，对于 𝛼 = 𝑋𝑗1𝑋𝑗2 ⋯ 𝑋𝑗𝑛 ∈ 𝒩 ∗
𝑏 ，

count(𝛼) def=
𝑛

∑
𝑖=1

2𝑗𝑖

例 4.1 对于进程 𝛼 = 𝑋0𝑋2𝑋4𝑋0，count(𝛼) = 20 + 22 + 24 + 20 = 22。

对于 𝑋𝑖 ∈ 𝒩𝑏，我们引入如下规则：

𝑋𝑖
𝑏𝑝−→ 𝑋0𝑋1 ⋯ 𝑋𝑖−1 0 < 𝑖 ≤ 𝑛

𝑋0
𝑏𝑝−→ 𝜖

(4–2)

规则 (4–2) 也是非终止符号 𝑋𝑖 可以做的唯一一条迁移规则。借助规则 (4–2)，我们

可以实现进程与自然数的对应：一个表示自然数 𝑗 的进程，可以做连续 𝑗 个 𝑏𝑝 动

作。例如，对于例4.1中的进程 𝛼，可以验证 𝛼
𝑏22

𝑝−−→ 𝜖。我们有如下性质：

命题 4.4 如果两个 BPA 进程 𝛼, 𝛽 ⊆ 𝒩 ∗
𝑏 ，那么：

𝛼 ∼ 𝛽 ⟺ count(𝛼) = count(𝛽)

注 第三章中的归约也可以利用本节中的二进制编码的技巧优化为一个多项式时

间的归约。

4.3.3 归约思路

完成归约需要构造基本进程代数 ℬ = (𝒩 , 𝛴, ℛ) 以及两个进程 𝑃 和 𝑄，使得

𝑃 ∼ 𝑄 当且仅当 玩家 0 将会赢得 Hit-or-Run 博弈

回顾在2.4.2小节中定义的互模拟的博弈刻画，攻击者将会试图去证明 𝑃 ≁ 𝑄，

因此攻击者将会和 Hit-or-Run 博弈中的玩家 1 有相同的获胜目标，而防御者则对

应于玩家 0 的获胜目标。
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首先，对于 Hit-or-Run 博弈中的每一个状态，Kiefer 引入了一对非终止符号来

记录这个状态：

𝒩𝑠 = {𝑌𝑠, 𝑌 ′
𝑠 ∶ 𝑠 ∈ 𝑆 ∪ {𝑠⊣}}

因此，初始的进程对 (𝑃 , 𝑄) 被定义为：

𝑃 def= 𝑌𝑠⊢ 𝑄 def= 𝑌 ′
𝑠⊢

在 Kiefer 构造的归约中，对于 Hit-or-Run 博弈中的规则的模拟是通过类似

于3.2.3小节中定义的宏规则
DEF
↪−−−→ 和

ATT
↪−−−→ 来实现的。

DEF
↪−−−→ 用来模拟 𝑆0 中的状

态出发的规则，
ATT
↪−−−→ 用来模拟 𝑆1 中的状态出发的规则。Kiefer 引入了一些规

则把格局中计数器的值记录在进程中。例如在格局 (𝑠, 𝑘) 时，对应的两个进程

(𝑃 ′, 𝑄′) = 𝑌𝑠𝛼, 𝑌 ′
𝑠 𝛼，其中 𝛼 ∈ 𝒩 ∗

𝑏 并且满足 count(𝛼) = 𝑘。当互模拟进程对的

第一个非终止符号分别为 (𝑌𝑠⊣ , 𝑌 ′
𝑠⊣) 时，攻击者将有机会选择是否要进行验证，验

证的目标是当前进程记录的数值是否为目标值 𝑘⊣。如果为目标值，防御者将获胜，

否则攻击者将获胜。在验证目标值的过程中，Kiefer 选择了一个进程，加入非终

止符号序列 𝛾𝑍，其中 𝑍 不能做任何动作，count(𝛾) = 𝑘⊣，最终的进程对将会是

(𝛾𝑍𝛽, 𝛽)。
以下命题是显然的。

命题 4.5 如果非终止符号 𝑍 不能做任何动作，那么对于任意的 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒩 ∗，𝛼𝑍𝛽
和 𝛼 都是互模拟的。

根据命题4.4和命题4.5，𝛾𝑍𝛽 ∼ 𝛽 当且仅当 count(𝛽) = count(𝛾)。因此防御者

在击中目标值时可以获得互模拟博弈的胜利。而如果攻击者始终没有选择验证目

标值，那么防御者也将获得互模拟博弈的胜利。

4.4 归约过程

本节中我们将给出一个从 Hit-or-Run 博弈的胜者判定问题到两个状态的赋范

下推自动机互模拟问题的多项式时间归约，从而完成定理4.1的证明。

相对于4.3节中介绍的证明，本节中我们将要求构造的下推自动机满足赋范性。

4.3节中的归约引入了一个不能做任何动作的符号来帮助验证目标值，这会导致进

程成为非赋范的进程，我们需要避免引入这样的栈符号。我们知道基本进程代数

等价于只有一个状态的下推自动机，因此本节中的归约的重点是用一个额外的状

态来帮助实现目标值的验证。这里的思路有些类似第三章中的技巧，在验证过程
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中，进程只能做一种动作，所以不需要保证栈符号之间的对应，两个进程是否互

模拟只取决它们能做的动作的总数是否相等。当格局进入 (𝑃 ′, 𝑄′) = 𝑌𝑠𝛼, 𝑌 ′
𝑠 𝛼，攻

击者想要验证目标值时，我们在其中一个进程 𝑃 ′ 中加入我们要验证的值，之后验

证 𝑃 ′ 中的数字是否是 𝑄′ 的两倍。这个验证可以利用两个状态来实现。

本小节的余下部分将给出一个完整的归约构造。

4.4.1 准备工作

我们将构造一个包含两个状态的赋范下推自动机 𝒜 = (𝒬, 𝛤 , 𝛴, ℛ)。其中，状

态集合为：

𝒬 = {𝑝, 𝑞}

我们沿用4.3.2节中的二进制编码技巧，引入下列栈符号以及规则 (4–2)。

𝛤𝑐
def= {𝑋0, 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛} ⊆ 𝛤

这里的自然数 𝑛 的定义参见4.3.2节。

我们沿用4.3.2节对映射 count 的定义。此外，我们定义一个新的映射 encode ∶
{0, 1, ⋯ , 2𝑛} → 𝛤 ∗

𝑐 ，对于 0 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛，存在唯一的序列 𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑗 满足 0 ≤ 𝑖1 <
𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑗 ≤ 𝑛 并且 𝑖 = 2𝑖1 + 2𝑖2 + ⋯ + 2𝑖𝑗。我们定义

encode(𝑖) def= 𝑋𝑖1𝑋𝑖2 ⋯ 𝑋𝑖𝑗

对于 Hit-or-Run 博弈中的每一个状态，我们引入栈符号：

𝛤𝑠 = {𝑌𝑠, 𝑌 ′
𝑠 ∶ 𝑠 ∈ 𝑆 ∪ {𝑠⊣}} ⊆ 𝛤

初始的进程对 (𝑃 , 𝑄) 被定义为：

𝑃 def= 𝑝𝑌𝑠⊢ 𝑄 def= 𝑝𝑌 ′
𝑠⊢

4.4.2 记录 Hit-or-Run博弈中的格局

接下来我们的目标是引入一些规则将 Hit-or-Run 博弈中的格局的计数器的值

记录在栈中。

在 Hit-or-Run 博弈中，不失一般性的，我们可以假设从每一个 𝑆 中的状态出

发都有两条规则。给定状态 𝑠 ∈ 𝑆𝑗，其中 𝑗 = 0 或 1，假如从状态 𝑠 出发有 𝑑 ≥ 3
条规则，分别计作 𝑠

𝑛𝑖−→ 𝑡𝑖，𝑖 ∈ {1, 2, ⋯ , 𝑑}，如图4–1(a) 所示，那么我们可以引入
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𝑠

𝑡1 𝑡2 ⋯ 𝑡𝑑−1 𝑡𝑑

𝑛1 𝑛2 𝑛𝑑−1 𝑛𝑑

a)

𝑠 𝑠2 ⋯ 𝑠𝑑−1

𝑡1 𝑡2 ⋯ 𝑡𝑑−1 𝑡𝑑

0 0 0

𝑛1 𝑛2 𝑛𝑑−1 𝑛𝑑

b)

图 4–1 辅助状态示例

一些辅助状态 𝑠2, ⋯ , 𝑠𝑑−1 ∈ 𝑆𝑗，如图4–1(b) 所示，保证所有的状态出发最多只有

两条规则。对于只有一条规则的状态，我们可以加入这条规则的一个复制。我们

将会去掉没有规则的状态。以上这些修改都不会影响到博弈的最终结果。

我们对 𝑠 ∈ 𝑆 做如下讨论：

• 对于 𝑆0 中的状态 𝑠，假设从 s 出发的两条规则是 𝑠
𝑛1−−→ 𝑡1 和 𝑠

𝑛2−−→ 𝑡2。令

𝛼1 = encode(𝑛1)，𝛼2 = encode(𝑛2)，我们在 ℛ 中引入规则：

(𝑝𝑌𝑠, 𝑝𝑌 ′
𝑠 )

DEF
↪−−−→ {(𝑝𝑌𝑡1𝛼1, 𝑝𝑌 ′

𝑡1
𝛼1), (𝑝𝑌𝑡2𝛼2, 𝑝𝑌 ′

𝑡2
𝛼2)} (4–3)

• 对于 𝑆1 中的状态 𝑠，假设从 s 出发的两条规则是 𝑠
𝑛1−−→ 𝑡1 和 𝑠

𝑛2−−→ 𝑡2。令

𝛼1 = encode(𝑛1)，𝛼2 = encode(𝑛2)，我们在 ℛ 中引入规则：

(𝑝𝑌𝑠, 𝑝𝑌 ′
𝑠 )

ATT
↪−−−→ {(𝑝𝑌𝑡1𝛼1, 𝑝𝑌 ′

𝑡1
𝛼1), (𝑝𝑌𝑡2𝛼2, 𝑝𝑌 ′

𝑡2
𝛼2)} (4–4)

通过规则 (4–3) 和 (4–4)，我们可以保证下述引理成立。

引理 4.6 在 Hit-or-Run 博弈中，如果玩家 0（玩家 1）能够进入使博弈进入格局

(𝑠, 𝑘)，那么在对应的互模拟博弈中，防御者 (攻击者) 能够让博弈进入到一个进程

对 (𝑃 , 𝑄) = (𝑝𝑌𝑠𝛼, 𝑝𝑌 ′
𝑠 𝛼)，其中，count(𝛼) = 𝑘。

4.4.3 验证目标值

当互模拟博弈进入 (𝑝𝑌𝑠⊣𝛼, 𝑝𝑌 ′
𝑠⊣𝛼) 时，我们希望防御者可以在 count(𝛼) = 𝑘⊣ 时

赢得博弈，攻击者在 count(𝛼) ≠ 𝑘⊣ 时赢得博弈。我们引入规则：

(𝑝𝑌𝑠⊣ , 𝑝𝑌 ′
𝑠⊣)

𝑏
↪−→ (𝑝, 𝑞𝛽) (4–5)

其中 𝛽 = encode(𝑘⊣)。通过规则 (4–5)，互模拟博弈将会进入到 (𝑝𝛼, 𝑞𝛽𝛼)。我们希

望引入规则使得如下引理成立。
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引理 4.7 在下推自动机 𝒜 中，𝛽 = encode(𝑘⊣)，𝛼 ⊆ 𝛤 ∗
𝑐 。那么：

𝑝𝛼 ∼ 𝑞𝛽𝛼 ⟺ count(𝛼) = 𝑘⊣

在状态为 𝑞 时的出栈操作类似于规则 (4–2)，我们在这里引入规则：

𝑞𝑋𝑖
𝑏𝑝−→ 𝑞𝑋0𝑋1 ⋯ 𝑋𝑖−1 0 < 𝑖 ≤ 𝑛

𝑞𝑋0
𝑏𝑝−→ 𝑞𝜖

(4–6)

而在状态为 𝑝 时，每次出栈操作将会做两个 𝑏𝑝 动作。我们引入规则：

𝑝𝑋𝑖
𝑏𝑝𝑏𝑝
↪−−−→ 𝑝𝑋0𝑋1 ⋯ 𝑋𝑖−1 0 < 𝑖 ≤ 𝑛

𝑝𝑋0
𝑏𝑝𝑏𝑝
↪−−−→ 𝑝𝜖

(4–7)

根据这些规则，我们能够使引理4.7成立。

证明 (引理4.7的证明) 因为从进程 𝑝𝛼 和进程 𝑞𝛽𝛼 出发只能做唯一一种动作 𝑏𝑝，

并且该动作是确定的。因此，𝑝𝛼 ∼ 𝑞𝛽𝛼 当且仅当它们在成为空进程之前，可以做

的动作 𝑏𝑝 的个数相等。根据规则 (4–6)，𝑞𝛽𝛼 可以做 𝑘⊣ + count(𝛼) 个 𝑏𝑝 动作，根据

规则 (4–7)，𝑝𝛼 可以做 2count(𝛼) 个 𝑏𝑝 动作，因此 𝑝𝛼 ∼ 𝑞𝛽𝛼 当且仅当 count(𝛼) = 𝑘⊣。

引理得证。 □

目前为止，我们已经完成了 𝒜 的构造，我们证明如下引理。

引理 4.8 给定一个 Hit-or-Run 博弈 (𝑆0, 𝑆1, →, 𝑠⊢, 𝑠⊣, 𝑘⊣)，我们可以在多项式时间

内构造一个有两个状态的赋范下推自动机 𝒜 = (𝒬, 𝛤 , 𝛴, ℛ) 以及 𝒜 中的两个进程

𝑃 和 𝑄。使得

𝑃 ∼ 𝑄 当且仅当 玩家 0 将会赢得 Hit-or-Run 博弈

证明 如果在 Hit-or-Run 博弈中，玩家 0 有必胜策略，即博弈的格局一直保持在

集合 {(𝑠⊣, 𝑘⊣)} ∪ 𝑆 × ℕ 中。当格局在集合 𝑆 × ℕ 中时，互模拟博弈可以继续进行下

去，而当格局为 (𝑠⊣, 𝑘⊣) 时，根据引理4.6，互模拟博弈将会进入到进程对 (𝑃 , 𝑄) =
(𝑝𝑌𝑠𝛼, 𝑝𝑌 ′

𝑠 𝛼)，其中，count(𝛼) = 𝑘。又根据引理4.7，我们有 𝑃 ∼ 𝑄。

如果在 Hit-or-Run 博弈中，玩家 1 有必胜策略，那么经过有限次迁移后，玩

家 1 总能够使博弈进入格局 (𝑠⊣, 𝑘)，其中 𝑘 ≠ 𝑘⊣。根据引理4.6，互模拟博弈将会

进入根据 (𝑃 , 𝑄) = (𝑝𝑌𝑠𝛼, 𝑝𝑌 ′
𝑠 𝛼)，其中，count(𝛼) ≠ 𝑘。之后，攻击者可以选择验证

目标值，使互模拟博弈进入格局 (𝑝𝛼, 𝑞𝛽𝛼)，其中 𝛽 = encode(𝑘⊣)。又根据引理4.7，
我们有 𝑃 ≁ 𝑄。 □
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结合定理4.3和引理4.8，我们完成了定理4.1的证明。

4.5 本章小结

结合最近的研究结果来看 [71]，下推自动机的状态数量在互模拟等价验证

中是一个重要的参数。Kiefer 证明了当 PDA 只有一个状态时的互模拟等价是

EXPTIME-难的。而截止目前，还没有关于固定状态数的赋范下推自动机的复杂

性下界的研究。

在本章中，我们将 Hit-or-Run 博弈的胜者判定问题归约到两个状态的赋范下

推自动机强互模拟问题，从而证明了定理4.1:

定理 4.1 两个状态的赋范下推自动机的强互模拟等价有 EXPTIME-难的下界。

关于下一步研究的思路，一个可以借鉴的工作是 Jančar 在二进制表示的 OCN
上的强互模拟问题 EXPSPACE-难的下界证明 [109]。借助目前积累的一些在 PDA
上对计数器编码的技巧，或许可以证明一个更好的下界。
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第五章 固定状态数赋范下推自动机互模拟等价上界

本章我们将会证明如下定理：

定理 5.1 状态数给定为 𝑑 的赋范下推自动机的互模拟等价问题是F𝑑+3 问题。

在本节中，我们将优化 Jančar 和 Schmitz 关于固定状态数的下推自动机的复

杂性结果 [71]。在赋范下推自动机中，我们将之前的F𝑑+4 优化到F𝑑+3。

在第5.1节中我们将介绍一些基本的定义。在第5.2节我们回顾 Jančar 和

Schmitz 的算法。在第5.3节中我们给出赋范下推自动机的一些性质，从而证明定

理5.1。第5.4节对本章做出总结。

5.1 基本定义以及性质

5.1.1 范数的推广和互模拟同余

在第2.2节中我们定义了赋范 PDA 进程的范数。进程 𝑃 的范数 ‖𝑃 ‖ 表示最短

的能够将进程 𝑃 的栈做空的路径长度。而在本章中，我们需要用到更加精细的定

义。假如 PDA 中有 𝑑 个状态，我们定义 |||𝑃 ||| = (𝑛1, 𝑛2, ⋯ , 𝑛𝑑)，其中 𝑛𝑖 表示最短

的从 𝑃 到 𝑝𝑖𝜖 的路径长度。如果没有从 𝑃 到 𝑝𝑖𝜖 的路径，那么 𝑛𝑖
def= ∞。此外，我

们定义 |||𝑝, 𝑋|||𝑖
def= 𝑛𝑖。

类似于定义2.3，我们可以定义进程 𝑃 关于状态 𝑝𝑖 的范数下降路径。

定义 5.1 (𝑃 关于状态 𝑝𝑖的范数下降路径) 如果一条路径

𝜋 = 𝑃1
ℓ1−−→ 𝑃1

ℓ2−−→ ⋯ 𝑃𝑘−1
ℓ𝑘−−→ 𝑃𝑘

满足对于 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 1，|||𝑃𝑗+1|||𝑖 = |||𝑃𝑗|||𝑖 − 1 成立，我们称 𝜋 为一条𝑃 关于 𝑝𝑖 的

范数下降路径。

对于 PDA 进程上的一个等价关系 ℛ，如果 ℛ 满足：

𝑝𝛼 ℛ 𝑞𝛽 ⇒ ∀𝛿 ∈ 𝛤 ∗, 𝑝𝛼𝛿 ℛ 𝑞𝛽𝛿

我们称等价关系 ℛ 满足同余性（congruence）。可以从例5.1中看到，下推自动

机上的互模拟关系是不满足同余性的。
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例 5.1 如果下推自动机 𝒜 中包含如下转移规则，

𝑝𝑋 𝑎−→ 𝑝𝜖, 𝑞𝑋 𝑎−→ 𝑞′𝑋, 𝑞′𝑋 𝑎−→ 𝑞𝜖

那么我们有 𝑝𝑋𝑋 ∼ 𝑞𝑋，而 𝑝𝑋𝑋𝑋 ≁ 𝑞𝑋𝑋。

在下推自动机的互模拟的定义中，两个栈为空但是状态不同的进程是互模拟

的，例如在例5.1中，𝑝𝜖 ∼ 𝑞𝜖。这也解释了为什么 PDA 上的互模拟关系不满足同

余性。基于此，Stirling 定义了一个互模拟同余关系 [110]。这个关系在互模拟的基

础上，要求两个栈为空的进程的状态也应该相同。

定义 5.2 (互模拟同余 [110]) ℛ 是下推自动机 𝒜 上的进程对之间的一个二元关

系，对于任意的 (𝑝𝛼, 𝑞𝛽) ∈ ℛ：

• 如果 𝛼 = 𝜖，那么 𝛽 = 𝜖，并且 𝑞 = 𝑝;
• 如果 𝛽 = 𝜖，那么 𝛼 = 𝜖，并且 𝑝 = 𝑞;
• 如果 𝑝𝛼 𝑎−→ 𝑝′𝛼′，存在迁移规则 𝑞𝛽 𝑎−→ 𝑞′𝛽′，并且 (𝑝′𝛼′, 𝑞′𝛽′) ∈ ℛ；

• 如果 𝑞𝛽 𝑎−→ 𝑞′𝛽′，存在迁移规则 𝑝𝛼 𝑎−→ 𝑝′𝛼′，并且 (𝑝′𝛼′, 𝑞′𝛽′) ∈ ℛ。

那么我们称 ℛ 是互模拟同余关系。

如果进程 𝑝𝛼 和 𝑞𝛽 满足互模拟同余，我们记作 𝑝𝛼 ≡ 𝑞𝛽。互模拟同余关系满足同

余性。我们可以将 EL(𝑃 , 𝑄) 的定义推广到 EL≡(𝑃 , 𝑄)。后文中，我们将会看到 ≡ 关

系在判定算法中的应用。

5.1.2 简单常量和平衡操作

在下推自动机互模拟的判定算法中，一个经常用到的操作是对进程进行复合

或分解。而由于状态的存在，我们不能简单的将栈分为两部分。研究者们通常采

用常量（constant）的技术 [110] 来帮助表示进程的复合或分解。所有的常量都可

以被视为栈符号，我们用 𝛤𝐶 表示所有的常量的集合。

常量可以分为简单常量（simple constant）和递归常量（recursive constant），我

们分别用 𝛤𝑆𝐶 和 𝛤𝑅𝐶 表示所有的简单常量和递归常量的集合。本小节中，我们将

会介绍简单常量，在小节5.1.3中我们将会介绍递归常量。

我们用 𝑈 来表示一个简单常量。假设 𝒜 的状态集合 𝒬 = {𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑘}，那

么简单常量 𝑈 被定义为：

𝑝1𝑈 = 𝑄1, 𝑝2𝑈 = 𝑄2, ⋯ , 𝑝𝑘𝑈 = 𝑄𝑘
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我们可以将 𝑈 表示为 (𝑄1, 𝑄2, ⋯ , 𝑄𝑘)，我们记 𝑈(𝑖) = 𝑄𝑖。其中，𝑄𝑖 中的栈

符号不能包含其他的简单常量（但可以包含递归常量）。我们可以定义 |𝑈| =
max{|𝑄1|, ⋯ |𝑄𝑘|}。

接下来我们介绍一个在上界算法中常用的技术，称为平衡操作。

我们回顾下面的定义：

𝑑0
def= max{‖𝑝𝑋‖, 𝑝 ∈ 𝒬, 𝑋 ∈ 𝛤 }

对于一对进程 (𝑃 , 𝑄)，假设 𝑃 = 𝑝𝑋𝛼, 𝑄 = 𝑀𝛽，|𝑀| = 𝑑0，如果在 (𝑃 , 𝑄) 的

等价步数下降路径中进程 𝑃 在 𝑑0 步之内始终保持 𝛼 不变，𝑑0 步操作之后的结果

为 (𝑃 ′, 𝑄′) = (𝑇 𝛼, 𝑀′𝛽)，那么我们可以做如下的平衡操作。

平衡操作

1. 对于每一个状态 𝑝𝑖 ∈ 𝒬，我们固定一个 𝑝𝑋 关于 𝑝𝑖 的范数下降路

径 𝑝𝑋
𝑢𝑖−→ 𝑝𝑖。

2. 对于 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑘，我们找到一个使得 EL(𝑝𝑖𝛼, 𝑀𝑖𝛽) 最大的模拟路

径 𝑀𝛽
𝑢𝑖−→ 𝑀𝑖𝛽。

3. 定义简单常量:
𝑈 = (𝑀1, 𝑀2, ⋯ , 𝑀𝑘)

在从 (𝑃 , 𝑄) 开始的等价步数下降路径 (𝑃 , 𝑄) 𝑢−→ (𝑃 ′, 𝑄′) =
(𝑇 𝛼, 𝑀′𝛽) 中，我们可以将 (𝑇 𝛼, 𝑀′𝛽) 改写为 (𝑇 𝑈𝛽, 𝑀′𝛽)。

我们将用 ⊙ 表示一次平衡操作：

(𝑝𝑋𝛼, 𝑀𝛽) 𝑢−→ (𝑇 𝛼, 𝑀′𝛽) ⊙ (𝑇 𝑈𝛽, 𝑀′𝛽) (5–1)

式子 (5–1) 也称为左平衡操作，类似的，形如 (5–2) 的平衡操作称为右平衡操作。

(𝑀𝛼, 𝑞𝑌 𝛽) 𝑢−→ (𝑀′𝛼, 𝑇 𝛽) ⊙ (𝑀′𝛼, 𝑇 𝑈𝛼) (5–2)

下面引理说明了，平衡操作并不会影响等价步数，

引理 5.2 (Jančar[96]) 在平衡操作 (𝑝𝑋𝛼, 𝑀𝛽) 𝑢−→ (𝑇 𝛼, 𝑀′𝛽) ⊙ (𝑇 𝑈𝛽, 𝑀′𝛽) 中，

EL(𝑇 𝛼, 𝑀′𝛽) = EL(𝑇 𝑈𝛽, 𝑀′𝛽)。

平衡操作的好处是使两个进程都有一个相同的后缀，并且其不同的“前缀”

(𝑇 𝑈, 𝑀′) 的长度也有一个上界，这将会有助于估计等价步数的界。以下引理说
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明了，平衡操作产生的“前缀”的大小是有界的。因此，在平衡操作的次数足够多

时，其“前缀”必定会重复。

引理 5.3 (Jančar[96]) 在平衡操作 (𝑝𝑋𝛼, 𝑀𝛽) 𝑢−→ (𝑇 𝛼, 𝑀′𝛽) ⊙ (𝑇 𝑈𝛽, 𝑀′𝛽) 中，

|𝑝𝑖𝑈| ≤ 𝑑0，|𝑇 | ≤ 𝑑0，|𝑀′| ≤ 2𝑑0。

5.1.3 递归常量和切割操作

本小节中我们介绍另外一种常量，称作递归常量。我们用 𝑉 来表示一个递归

常量。递归常量 𝑉 被定义为：

𝑝1𝑉 = 𝑅1, 𝑝2𝑉 = 𝑅2, ⋯ , 𝑝𝑘𝑉 = 𝑅𝑘

我们记 𝑉 (𝑖) = 𝑅𝑖。其中，𝑅𝑖 有两种选择，

• 𝑅𝑖 可以是 𝑝𝑗𝜖，并且我们要求 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗；
• 𝑅𝑖 可以是 𝑝𝑗𝛼𝑖𝑉 ，其中 𝛼 中不包含其他递归常量。

我们可以定义 |𝑉 | = max{|𝛼𝑖| ∶ 𝑅𝑖 = 𝑝𝑗𝛼𝑖𝑉 } ∪ {0}。

注 在后文算法中用到的递归常量 𝑉 中，如果 𝑉 (𝑖) = 𝑝𝑗𝛼𝑉 ，那么 𝛼 中最多只包

含一个简单常量。如果 𝑉 (𝑖) = 𝑝𝑗𝜖，我们保证 𝑖 ≤ 𝑗。

为了简化表述，我们有时会用 {𝑝𝑖, 𝑅𝑖} 来表示递归常量：

𝑝1𝑉 = 𝑝1𝜖, ⋯ , 𝑝𝑖𝑉 = 𝑅𝑖, ⋯ , 𝑝𝑘𝑉 = 𝑝𝑘𝜖

引理 5.4 (Jančar [96]) 如果 EL≡(𝐸, 𝐹 ) = 𝑘 < 𝑙 = EL≡(𝐸𝛼, 𝐹 𝛼)，那么存在一个状

态 𝑝𝑖，一个进程 𝐻 ≠ 𝑝𝑖𝜖，一个动作序列 𝑤 ∈ 𝛴∗，|𝑤| ≤ 𝑘 使得，

• 𝐸 𝑤−→ 𝑝𝑖𝜖, 𝐹 𝑤−→ 𝐻 或者 𝐹 𝑤−→ 𝑝𝑖𝜖, 𝐸 𝑤−→ 𝐻；

• 𝑝𝑖𝛼 ∼𝑙−𝑘 𝐻𝛼。

并且我们有 EL≡(𝐸𝛼, 𝐹 𝛼) = EL≡(𝐸𝑉 𝛼, 𝐹 𝑉 𝛼)，其中 𝑉 = {𝑝𝑖, 𝐻}。

引理5.4描述了这样的一个直观，如果 EL≡(𝐸, 𝐹 ) 严格比 EL≡(𝐸𝛼, 𝐹 𝛼) 小，那么在从

(𝐸, 𝐹 ) 开始的等价步数下降路径中，最后一定要将其中一个进程的栈做空。否则

在 (𝐸𝛼, 𝐹 𝛼) 的博弈中，攻击者可以按照 (𝐸, 𝐹 ) 博弈的策略，在 EL≡(𝐸, 𝐹 ) 步能赢

得博弈。这就意味着 (𝐸𝛼, 𝐹 𝛼) 和 (𝐸, 𝐹 ) 的等价步数相等，与假设矛盾。所以每当

出现 EL≡(𝐸, 𝐹 ) 严格比 EL≡(𝐸𝛼, 𝐹 𝛼) 小的情况时，我们就可以定义一个递归常量。

这里我们复用平衡操作的符号 ⊙：

(𝐸𝛼, 𝐹 𝛼) ⊙ (𝐸𝑉 𝛼, 𝐹 𝑉 𝛼)
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对于一个给定的递归常量 𝑉 ，定义

Var(𝑉 ) = {𝑖 ∶ 𝑉 (𝑖) = 𝑝𝑖𝜖}

如果 |Var(𝑉 )| = 0，我们称 𝑉 是完全的。

引理 5.5 如果递归常量 𝑉 是完全的，那么对于任意的 𝛼 ∈ 𝛤 ∗，𝑃 𝑉 𝛼 ∼ 𝑃 𝑉 。

引理5.5说明，如果一个递归常量 𝑉 是完全的，我们可以考虑将 𝑉 之后的部分去

掉。事实上这一部分不会再被访问到了。我们称这个操作为切割操作。

5.2 下推自动机互模拟上界分析

在文章 [96] 和 [71] 中，算法的分析是在一阶文法的框架下叙述的。在本节中，

我们首先给出一个该证明在下推自动机框架下的重述。我们固定一个下推自动机

𝒜 = (𝒬, 𝛤 , 𝛴, ℛ)。我们将回顾 Jančar 的定理 [96]：

定理 5.6 状态数给定为 𝑑 的下推自动机的互模拟等价问题是F𝑑+4 中的问题。

5.2.1 平衡策略

本小节将会介绍在下推自动机互模拟等价研究中的一个经典的平衡策略

[34][76][96][111]。如果从进程 𝑃 , 𝑄 开始，攻击者选择 𝑃 𝑟−→ 𝑃 ′（𝑄 𝑟′
−→ 𝑄′），防御

者选择 𝑄 𝑟′
−→ 𝑄′（𝑃 𝑟−→ 𝑃 ′），我们将这样一轮操作记作：

𝑃
𝑄

𝑟−→
𝑟′

𝑃 ′

𝑄′

我们的目标是控制如下等价步数下降的路径的长度：

𝜋0 ∶ 𝑃0
𝑄0

𝑟1−→
𝑟′

1

𝑃1
𝑄1

𝑟2−→
𝑟′

2
⋯

𝑟𝑚−−→
𝑟′

𝑚

𝑃𝑚
𝑄𝑚

(5–3)

我们将会对 𝜋0 做若干次平衡操作，在第 𝑗 次操作结束后得到新的路径 𝜋𝑗。第

𝑗 次平衡操作将会进行在 𝜋𝑗−1 的一个后缀 𝜋′
𝑗−1 上。我们令 𝜋′

0 = 𝜋0。
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第 𝑗 次平衡操作

1. 𝜋′
𝑗−1 起始进程对记作 (𝑆0, 𝑇0)，如果 𝑆0 中有简单常量，那么直到该

简单常量出栈前，我们将不允许右平衡操作；如果是 𝑇0 中有简单

常量，那么直到该简单常量出栈前，那么我们将不允许左平衡操作。

这么做的目的是防止出现简单常量的嵌套。我们找到最早出现的可

以进行平衡操作的进程对 (𝑆𝑖, 𝑇𝑖)，并进行平衡操作。

𝜌𝑗 ∶ 𝑆0
𝑇0

𝑢−→
𝑢′

𝑆𝑖
𝑇𝑖

𝑣−−→
𝑣′

𝑆′
𝑖

𝑇 ′
𝑖

⊙ 𝑆″
𝑖

𝑇 ″
𝑖

2. 接下来，我们将从 (𝑆″
𝑖 , 𝑇 ″

𝑖 ) 开始确定一个等价步数下降路径作为

𝜋′
𝑗。本轮平衡操作后，新的路径为：

𝜋𝑗 ∶ 𝜌1𝜌2 ⋯ 𝜌𝑗𝜋′
𝑗

由于引理5.2，𝜋𝑗 的长度始终都等于 𝜋0。因此不管做多少次平衡操作，我们的

目标始终是给出路径长度的上界。

5.2.2 等价步数的上界分析

对于路径 𝜋𝑗 的长度，Jančar 做了细致的分析 [96]。本小节中，我们将会介绍

一些直观。

首先，我们可以列出每次平衡操作的结果：

(𝐸1𝛽1, 𝐹1𝛽1), (𝐸2𝛽2, 𝐹2𝛽2), ⋯ , (𝐸𝑘𝛽𝑛, 𝐹𝑘𝛽𝑛) (5–4)

在序列 (5–4) 中，虽然 (𝐸𝑖𝛽𝑖, 𝐹𝑖𝛽𝑖) 和 (𝐸𝑖+1𝛽𝑖+1, 𝐹𝑖+1𝛽𝑖+1) 之间的步数没有一个

上界，然而我们可以观察到，因为我们的平衡策略是尽可能早的做平衡操作，所

以除非两个进程都在不断的做出栈操作，否则我们可以很快的达成做平衡操作的

条件。如果两次平衡操作间隔很长，那么之前必定要有很多次的间隔很短的平衡

的操作积累出足够的栈的高度。因此可以借助栈的高度做一个均摊分析，可以给

出两次平衡操作的平均间隔一个上界。由此，我们只需要分析出序列 (5–4) 的长度

的界，就能够给出路径 (5–3) 长度的界。

序列 (5–4) 中的每一个后缀 𝛽𝑖 都不同，这给分析它的界带来了困难。然而，

如果 𝛽𝑖 本身就是 𝛽𝑖+1 的后缀，即存在 𝛼 使得 𝛽𝑖𝛼 = 𝛽𝑖+1，那么我们可以将
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(𝐸𝑖+1𝛽𝑖+1, 𝐹𝑖+1𝛽𝑖+1) 重写为 (𝐸′
𝑖+1𝛽𝑖, 𝐹 ′

𝑖+1𝛽𝑖)，其中 𝐸′
𝑖+1 = 𝐸𝑖+1𝛼，𝐹 ′

𝑖+1 = 𝐹𝑖+1𝛼。这

样，序列 (5–4) 可以被分为若干段，其中每一段都可以重写为：

(𝑆1𝛽, 𝑇1𝛽), (𝑆2𝛽, 𝑇2𝛽), ⋯ , (𝑆𝑧𝛽, 𝑇𝑧𝛽) (5–5)

我们的划分方式是让总段数尽可能少。可以证明，总共的段数和要验证的互模拟

进程的初始栈高度有关，不超过初始栈高度的双指数。因此如果给出了序列 (5–5)
长度的上界，就可以给出序列 (5–4) 长度的上界。

需要注意的一点是，在序列 (5–5) 中，由于我们为了保证后缀一致，在 (5–4)
的基础上对其进行了重写，因此 𝑆𝑖 和 𝑇𝑖 的大小可能超出引理5.3中给出的界，但

是起始进程 𝑆1 和 𝑇1 的大小依然满足这个界。并且 𝑆𝑖 和 𝑇𝑖 的栈高度的增长速度

也是有界的，如(5–6)所示。这对之后分析序列 (5–5) 的长度起到关键作用。

|𝑆𝑖, 𝑇𝑖| ≤ ℎ + 𝑔(𝑖 − 1) (5–6)

其中 ℎ 是输入的多项式，而 𝑔 是输入的一个指数。

我们将序列 (5–5) 的长度的上界记作 ℰ。下面的引理总结了我们这一小节中介

绍的直观分析。

引理 5.7 (Jančar[96]) 对于下推自动机 𝒜 = (𝒬, 𝛤 , 𝛴, ℛ) 和给定的两个进程 𝑃 ,𝑄，

如果 𝑃 ≁ 𝑄，那么：

EL(𝑃 , 𝑄) ≤ 𝑐 ⋅ (ℰ ⋅ |𝑃 , 𝑄| + |𝑃 , 𝑄|2)

其中 𝑐 ≤ 𝑓(|𝒜|, |𝑃 |, |𝑄|)，𝑓 是一个双指数函数。

在下一节中，我们的研究重点就是分析序列 (5–5) 的长度，给出 ℰ 的一个上

界。

5.2.3 平衡结果序列长度上界分析

本节中，我们将会引入一个递归常量 𝑉0。首先我们将 𝑉0 初始化为：

𝑝1𝑉0 = 𝑝1𝜖, 𝑝2𝑉0 = 𝑝2𝜖, ⋯ , 𝑝𝑘𝑉0 = 𝑝𝑘𝜖

可以看到，𝑉0 可以插入一个 PDA 进程的任意位置而不对进程做任何的改变。

我们可以将等价步数下降序列 (5–5) 重写为：

(𝑆1𝑉0𝛽, 𝑇1𝑉0𝛽), (𝑆2𝑉0𝛽, 𝑇2𝑉0𝛽), ⋯ , (𝑆𝑧𝑉0𝛽, 𝑇𝑧𝑉0𝛽) (5–7)
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下面我们简述如何给出序列(5–7)的长度 𝑧。根据5.2.2小节的分析，序列(5–7)中
最初始的一对进程 𝑆1𝑉0, 𝑇1𝑉0 的大小有一个上界，记作 ℎ0。因此我们可以定义如

下集合：

PAIRSS∶𝑛
def= {(𝐸𝑉 , 𝐹 𝑉 ) ∶ 𝐸, 𝐹 ∈ 𝒬 × (𝛤 ∪ 𝛤𝑆𝐶 )∗, Var(𝑉 ) = 𝑛}

PAIRSH≤ℎ
def= {(𝐸𝑉 , 𝐹 𝑉 ) ∶ 𝐸, 𝐹 ∈ 𝒬 × (𝛤 ∪ 𝛤𝑆𝐶 )∗, |𝐸𝑉 | ≤ ℎ, |𝐹 𝑉 | ≤ ℎ}

那么 (𝑆1𝑉0, 𝑇1𝑉0) 的所有可能取值的集合为：

𝒫0 = PAIRSS∶𝑛 ∩ PAIRSH≤ℎ0

我们把集合 𝒫0 中所有不互模拟同余的进程对最大的等价步数记作：

𝑒0 = max{EL≡(𝐸, 𝐹 ) ∶ 𝐸 ≁ 𝐹 , (𝐸, 𝐹 ) ∈ 𝒫0}

根据引理5.4，如果序列(5–7)的长度超过了 𝑒0，那么一定存在 𝑝𝑖 和 𝐻，𝐻 ≠ 𝑝𝑖，使

得 𝑝𝑖𝑉0𝛽 ∼𝑙−𝑘 𝐻𝑉0𝛽 ∼𝑙−𝑘 𝐻𝑉1𝛽，其中 𝑉1 = 𝑉0{(𝑝𝑖, 𝐻)}。我们可以将序列 (5–7) 从

第 𝑒 + 2 项开始的子序列

(𝑆𝑒+2𝑉0𝛽, 𝑇𝑒+2𝑉0𝛽), (𝑆𝑒+3𝑉0𝛽, 𝑇𝑒+3𝑉0𝛽), ⋯ , (𝑆𝑧𝑉0𝛽, 𝑇𝑧𝑉0𝛽)

改写为

(𝑆𝑒+2𝑉1𝛽, 𝑇𝑒+2𝑉1𝛽), (𝑆𝑒+3𝑉1𝛽, 𝑇𝑒+3𝑉1𝛽), ⋯ , (𝑆𝑧𝑉1𝛽, 𝑇𝑧𝑉1𝛽) (5–8)

其中，𝑉1 = 𝑉0{(𝑝𝑖, 𝐻)}。我们可以给现状序列的起始进程对 (𝑆𝑒+2𝑉1, 𝑇𝑒+2𝑉1) 的大

小一个上界：

ℎ1 = ℎ0 + 𝑒0 ⋅ 𝑔

而 Var(𝑉1) 相比 Var(𝑉0) 都会严格的下降 1。直到 𝑉0 成为一个完全的递归常量。当

下推自动机有 𝑛 个状态时，因此递归常量的更新最多进行 𝑛 次。序列 (5–7) 可以被

分成 𝑛 + 1 段。

(𝑆1𝑉0𝛽, 𝑇1𝑉0𝛽), (𝑆2𝑉0𝛽, 𝑇2𝑉0𝛽), ⋯ , (𝑆𝑖1𝑉0𝛽, 𝑆𝑖1𝑉0𝛽) ⊙
(𝑆𝑖1𝑉1𝛽, 𝑇𝑖1𝑉1𝛽), (𝑆𝑖1+1𝑉1𝛽, 𝑇𝑖1+1𝑉1𝛽), ⋯ , (𝑆𝑖2𝑉1𝛽, 𝑆𝑖2𝑉1𝛽) ⊙
⋯
(𝑆𝑖𝑛𝑉𝑛𝛽, 𝑇𝑖𝑛𝑉𝑛𝛽), (𝑆𝑖𝑛+1𝑉𝑛𝛽, 𝑆𝑖𝑛+1𝑉𝑛𝛽), ⋯ , (𝑆𝑧𝑉𝑛𝛽, 𝑇𝑧𝑉𝑛𝛽)

我们可以给出序列 (5–7) 长度的上界：

ℰ ≤ ∑
0≤𝑖≤𝑛

(𝑒𝑖 + 1) (5–9)
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而计算出这个上界 ℰ 的关键是如何分别找到集合 𝒫0, 𝒫1, ⋯ , 𝒫𝑛 中等价步数最

大的一对进程。并且如何确定不存在等价步数更大的一对进程。Jančar 和 Schmitz
给出了一个算法，见算法5–1。

算法 5–1 计算 ℰ
输入: 下推自动机 𝒜 = (𝒬, 𝛤 , 𝛴, ℛ)
输出: ℰ

1 ℬ ≔ 0;
2 for 𝑖 ≔ 0 to 𝑛 do
3 𝑒𝑖 ≔ 0;
4 end
5 ℎ0 ≔ 2 ⋅ 𝑑0;
6 for 𝑖 ≔ 1 to 𝑛 do
7 ℎ𝑖 ≔ 2ℎ𝑖−1 + 𝑔;
8 end
9 ℰ = 𝑛 + 1;
10 for 𝑖 ≔ 0 to 𝑛 do
11 𝒫𝑖 ≔ PAIRSS∶𝑖 ∩ PAIRSH≤ℎ𝑖

;
12 end
13 while ∃𝑖 ∈ [0, 𝑛], ∃(𝐸, 𝐹 ) ∈ 𝒫𝑖, EL≡(ℰ, 𝐸, 𝐹 ) < ∞ do
14 𝑒 ≔ EL≡(ℰ, 𝐸, 𝐹 );
15 𝒫𝑖 ≔ 𝒫𝑖 ⧵ {(𝐸, 𝐹 )} ;
16 ℬ ≔ ℬ ∪ {(𝐸, 𝐹 )} ;
17 if 𝑒 > 𝑒𝑖 then
18 for 𝑗 ≔ 𝑖 + 1 to 𝑛 do
19 ℎ𝑗 = ℎ𝑗−1 + 𝑔 ⋅ 𝑒𝑗−1;
20 𝑒𝑗 = max{EL≡(𝐸, 𝐹 ) ∶ (𝐸, 𝐹 ) ∈ ℬ ∩ PAIRSS∶𝑗 ∩ PAIRSH≤ℎ𝑗

};
21 𝒫𝑗 = (PAIRSS∶𝑗 ∩ PAIRSH≤ℎ𝑗

) ⧵ ℬ;
22 end
23 ℰ = ∑0≤𝑗≤𝑛(𝑒𝑗 + 1);
24 end
25 end

算法中定义了：

EL≡(ℰ′, 𝑃 , 𝑄) def=
{

EL≡(𝑃 , 𝑄) 如果EL≡(𝑃 , 𝑄) ≤ 𝑐 ⋅ (ℰ′ ⋅ |𝑃 , 𝑄| + |𝑃 , 𝑄|2)
∞ 如果EL≡(𝑃 , 𝑄) > 𝑐 ⋅ (ℰ′ ⋅ |𝑃 , 𝑄| + |𝑃 , 𝑄|2)

其中 𝑐 ≤ 𝑓(|𝒜|, |𝐸|, |𝐹 |)，𝑓 是一个双指数函数。
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算法中变量 ℬ 的作用是收集所有算法中涉及到的不互模拟同余的进程对。算

法的一个关键点在于计算一对进程的等价步数。给定一对进程 (𝑃 , 𝑄)，没有一个简

单的算法能够计算 EL≡(𝑃 , 𝑄)，但是我们可以通过简单的穷举计算出 EL≡(ℰ′, 𝑃 , 𝑄)，
因为 EL≡(ℰ′, 𝑃 , 𝑄) 的定义中设定了一个搜索的上限。Jančar 和 Schmitz 证明了这样

一个上限的设定不会影响算法5–1的正确性，因为在找出所有的不互模拟同余的进

程对之前，总会存在至少一对进程的等价步数是在这个界之下的（文章 [71] 的定

理 5）。
接下来我们讨论算法5–1的计算复杂性。最重要的问题是算法第13行的循环会

执行多少遍。每次在集合 𝒫𝑖 中找到一个新的不互模拟同余的进程时，都会更新集

合 𝒫𝑖+1, ⋯ 𝒫𝑛。可以定义一个序数：

𝜆 = 𝜔𝑛 ⋅ |𝒫0| + 𝜔𝑛−1 ⋅ |𝒫1| + ⋯ 𝜔0 ⋅ |𝒫𝑛|

这个序数会随着每一次循环严格的下降，因此算法5–1的终止性可以保证。而要进

一步的研究复杂性，就要对对应的序数序列做更多的控制。对于序数 𝜆 = 𝜔𝑛 ⋅ 𝑐𝑛 +
𝜔𝑛−1 ⋅ 𝑐𝑛−1 + ⋯ 𝜔0 ⋅ 𝑐0，定义：

‖𝜆‖ def= max{𝑛, max
0≤𝑖≤𝑛

{𝑐𝑖}}

对于一列序数 𝜆0, 𝜆1, 𝜆2, ⋯，如果对于一个单调递增函数 ℎ ∶ ℕ → ℕ，满足 ‖𝜆𝑘‖ ≤
ℎ𝑘(𝜆0)，我们称 ℎ 是该列序数的控制函数。根据前面的分析可知，序列(5–7)对应的

序数序列有一个双指数的控制函数。而根据 [112] 的定理 3.3 可知，(5–7)的长度：

ℰ ≤ 𝐹ℎ,𝑛+1(|𝑆1, 𝑇1|)

最后，根据引理2.6可以得到：

定理 5.6 状态数给定为 𝑑 的下推自动机的互模拟等价问题是F𝑑+4 中的问题。

5.3 赋范下推自动机互模拟上界分析

在本节中，我们将分析当下推自动机是赋范的情况下，算法可能的优化。我

们可以看到，在 PDA 上界的分析中用到了快速增长复杂性类的相对层级，其中，

一部分是控制函数，控制每一步增长的大小，这里是一个不超过F3 的函数；第二

部分是最大序数，控制一共有多少步，这里是F𝑑+1。在本节中，我们将证明，如

果下推自动机是赋范的，那么最大序数只需要是F𝑑 即可。因此可以将之前F𝑑+4 的

上界降低为F𝑑+3。
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在赋范下推自动机中，所有进程都是赋范的。对于生成的递归常量 𝑉 ，𝑉 (𝑖)
也是赋范的，下述命题5.8是显然的。

命题 5.8 在赋范下推自动机中生成的递归常量都是赋范的。

对于赋范下推自动机，除了栈为空的时候，一个系统永远都可以做动作。因

此两个进程是否互模拟和两个进程的范数也有一些关系。

命题 5.9 𝑃 , 𝑄 是赋范下推自动机的两个进程。

1. 如果 𝑃 ∼ 𝑄，那么 ‖𝑃 ‖ = ‖𝑄‖。

2. 如果 ‖𝑃 ‖ ≠ ‖𝑄‖，那么 EL(𝑃 , 𝑄) ≤ min{‖𝑃 ‖, ‖𝑄‖}。

证明 对于第一点，我们用反证法，假设 ‖𝑃 ‖ ≠ ‖𝑄‖。不失一般性的，我们可以

假定 ‖𝑃 ‖ < ‖𝑄‖，令 ‖𝑃 ‖ = 𝑘。那么存在一条从进程 𝑃 开始的范数下降路径：

𝑃 = 𝑃0
𝑎1−−→ 𝑃1

𝑎2−−→ ⋯
𝑎𝑘−−→ 𝑃𝑘 (5–10)

满足

• |𝑃𝑘| = 0，即 𝑃𝑘 的栈为空；

• 对于 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1，‖𝑃𝑖+1‖ = ‖𝑃𝑖‖ − 1。
因为 𝑃 ∼ 𝑄，所以 𝑄 可以模拟 (5–10) 中的动作 𝑄

𝑎1⋯𝑎𝑘−−−−−→ 𝑄′。因为 ‖𝑄‖ > 𝑘，

所以 𝑄′ 的栈不为空。因为 𝑄′ 也是一个赋范进程，因此它可以继续做动作，而 𝑃𝑘
不能做任何动作，所以 𝑃𝑘 ≁ 𝑄′，与 𝑃 ∼ 𝑄 矛盾。

对于第二点，也是同样的原因，攻击者可以选择 (5–10) 中的动作，在 𝑘 步之

后，有不能模拟的动作。 □

需要说明的是，对于一般的下推自动机来说，命题5.9不一定成立。比如一个

PDA 中有两条规则：𝑝𝑋 𝑎−→ 𝑝𝑋, 𝑝𝑋 𝑏−→ 𝑝。那么 𝑝𝑋 ∼ 𝑝𝑋𝑍，但是 ‖𝑝𝑋𝑍‖ = ∞，而

‖𝑝𝑋‖ = 1。

引理 5.10 在赋范下推自动机中，ℰ 的上界(5–9)可以改进为：

ℰ ≤ (1 + 𝑑0) ∑
0≤𝑗≤𝑛−1

EL≡(𝑒𝑗 + 1) (5–11)

证明 回顾递归常量生成的过程。对于序列 (5–7) 中的 𝛽，|||𝛽||| = {𝑛1, 𝑛2, ⋯ , 𝑛𝑘}。
我们令 𝑖 = max{𝑗 ∶ 𝑛𝑗 = min{𝑛1, 𝑛2, ⋯ , 𝑛𝑘}}，即范数最小的维度中下标最大的那
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一维。当递归常量 𝑉 要更新第 𝑖 维时，假设 𝑝𝑖𝛽 = 𝐻𝑉 𝛽。根据我们对递归常量的

要求，|𝐻| > 0。因此一定有：

‖𝑝𝑖𝑉 𝛽‖ = ‖𝑝𝑖𝛽‖ < ‖𝐻𝑉 𝛽‖

根据性质5.9，我们知道 EL(𝑝𝑖𝑉 𝛽, 𝐻𝑉 𝛽) ≤ ‖𝑝𝑖𝛽‖ ≤ 𝑑0|𝛽|，而 |𝛽| 的值不超过此前

的序列长度。因此，我们将会把之前式子 (5–9) 中的界改进到：

ℰ ≤ (1 + 𝑑0) ∑
0≤𝑗≤𝑛−1

EL≡(𝑒𝑗 + 1)
□

根据引理5.10，我们在算法5–1中，只需要记录 𝒫0, 𝒫1, ⋯ , 𝒫𝑛−1 一共 𝑛 个集合，

将算法第23行更新为(5–11)，之后的分析和5.2节一样。控制函数依旧是一个F3 的

函数，最大序数为 𝜔𝑑。根据引理2.6，可以证明如下定理。

定理 5.1 状态数给定为 𝑑 的赋范下推自动机的互模拟等价问题是F𝑑+3 问题。

5.4 本章小结

在本章中，我们对 Jančar 和 Schmitz 关于一阶文法强互模拟复杂性的证明 [71]
在下推自动机模型上做了重述。当赋范下推自动机的状态数固定为 𝑑 时，我们将

之前F𝑑+4 的复杂性的上界改进为F𝑑+3。

通过本章的重述，也为将来进一步研究其复杂性上界打下基础。因为实时下

推自动机是一个比一阶文法更弱的模型，也许更容易在实时下推自动机上找到一

些更好的性质。目前上界的分析考虑了很多最坏情况，例如每次找到一个新的不

互模拟同余的进程对，ℰ 的增长的分析都是按照最大可能计算的。而事实上，当

找到一个新的不互模拟同余的进程对 (𝑃 , 𝑄)，并且使得 ℰ 增加一个很大的数字时，

会有大量的等价步数低于 (𝑃 , 𝑄) 的进程对不能再更新 ℰ 的值。通过某种均摊分析

或许可以得到一个更好的上界。而这一点对于一步动作后进程的栈高度变化不大

的实时下推自动机模型来说可能更容易分析。
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第六章 有限状态随机通信系统演算上的分支互模拟等价

本章我们研究有限状态的随机通信系统演算。在6.1节中，我们给出一个判定

有限状态随机通信系统演算的分支互模拟的算法，并分析其复杂性。在6.2节中，

我们给出一个公理系统，通过该公理系统可以得到所有满足分支互模拟关系的进

程对。我们证明了该公理系统的可靠性和完备性。6.3节对本章内容做出总结。

6.1 判定算法

本节我们给出一个算法。该算法的一个关键问题是 𝜖-树有可能是无限大的，

但是 𝜖-树有一个等价的有限表示，我们称作 𝜖-图，它将帮助我们设计出互模拟的

判定算法。我们将会用到一个经典的算法：划分-细化算法（Partition-Refinement
Algorithm）[40]。

6.1.1 树到图的转化

定义 6.1 给定一个进程 𝐴 关于关系 ℛ 的 𝜖-树 𝒯 𝐴
ℛ ，我们可以定义一个由 𝒯 𝐴

ℛ 导出

的 𝜖-图 𝐺𝐴
ℛ。𝐺𝐴

ℛ 是一个有向带权图 (𝑉 , 𝐸)。
• 𝑉 = {𝐴 ∶ 𝐴 是𝒯 𝐴

ℰ 中的一个节点。}
• 𝐸 = {(𝐴1, 𝑝, 𝐴2) ∶ 𝒯 𝐴

ℰ 中存在从节点𝐴1 到𝐴2, 并且标记为𝑝的边。}

如果 𝐺𝐴
ℛ 中的一个节点出度为 0，那么称该节点是一个下沉（sink）节点。我们用

sink(𝐺𝐴
ℛ) 表示 𝐺𝐴

ℛ 中所有的下沉节点。

我们用一个例子来看 𝜖-树和 𝜖-图的对应。

例 6.1 定义进程：

𝐻 def= 𝜇𝑋. (
1
2𝜏.(𝑎 + 𝜏.𝑋) ⊕ 1

2𝜏.(𝑏 + 𝜏.𝑋))

定义等价关系：

ℛ = {(𝐻, 𝑎 + 𝜏.𝐻), (𝐻, 𝑏 + 𝜏.𝐻), (𝑎 + 𝜏.𝐻, 𝑏 + 𝜏.𝐻)}

在图6–1(a) 中，左边一部分是 𝐻 关于 ℛ 的 𝜖-树 𝒯1。右边一部分是 𝒯1 对应的 𝜖-图
𝐺1。𝐺1 中有一个下沉节点 𝑏 + 𝜏.𝐻。在图6–1(b) 中是另一棵 𝐻 关于 ℛ 的 𝜖-树 𝒯2，

对应的 𝜖-图 𝐺2 中有一个下沉节点 𝑎 + 𝜏.𝐻。而在图6–1(c) 中的 𝜖-树 𝒯3，对应的

𝜖-图 𝐺3 中没有下沉节点。
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𝐻

𝐻
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1
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1
2
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a)

𝐻

𝐻

𝐻

𝑏 + 𝜏.𝐻

𝑏 + 𝜏.𝐻

𝑏 + 𝜏.𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1

1

𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻 𝑏 + 𝜏.𝐻

1
2 1

2

1

b)
𝐻

𝐻

𝐻

𝑏 + 𝜏.𝐻

𝑏 + 𝜏.𝐻

𝑏 + 𝜏.𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1

1

𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻 𝑏 + 𝜏.𝐻

1
2

1
2

1 1

c)

图 6–1 𝜖-树和对应的 𝜖-图的例子

定义 6.2 (正则的 𝜖-图) 对于一个 𝜖-图 G，如果 G 中的每一个节点都可以到达一

个下沉节点，我们称 G 是正则的（regular）。

注 𝜖-树的正则性和 𝜖-图的正则性并不能完全保证一致。例如在图6–1(c) 中，𝜖-树
满足正则性，但是对应的 𝜖-图不满足正则性。但是这不影响后续算法的正确性。可

以保证的一点是，当我们找到一个正则的 𝜖-图时，我们一定可以按照如下方法构

建一棵正则的 𝜖-树：如果一个正则的 𝜖-图从一个节点出发有一条边，那么 𝜖-树中

对应节点一定会引入这条边。

𝜖-图和 𝜖-树在随机通信系统演算的互模拟定义中可以起到相同的作用。以 ℓ-
迁移为例：存在一个从进程 𝐴 到等价类 ℬ 的关于 ℛ 的 ℓ-迁移，当且仅当存在

一个正则的 𝜖-图 𝐺𝐴
ℛ，满足从 𝐺𝐴

ℛ 中的所有下沉节点 𝑆 出发都有的一条迁移规则

𝑆 ℓ−→ 𝑆′ ∈ ℬ。
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6.1.2 划分-细化算法

我们首先计算从某个进程 𝐴 起始所有可达的进程集合 R(𝐴)。按照 𝑆 的语法

深度归纳，可以很容易的证明如下命题。

命题 6.1 给定一个进程 𝑆 ∈ 𝒫𝑓𝑠，R𝑆 是一个有限集合。

我们给出算法6–1，它会根据输入进程的语法结构递归的将所有可达的进程都

计算出来。

算法 6–1 计算 R𝐴
输入: 下推自动机 𝐴 ∈ 𝒫𝑓𝑠

输出: R𝐴

1 R𝐴 ≔ ∅, R′ ≔ {𝐴};
2 while R′ ≠ ∅ do
3 Choose a process 𝐵 from R′, R′ ≔ R′ − {𝐵}, R𝐴 ≔ R𝐴 ∪ {𝐵};
4 if 𝐵 = ∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑇𝑖 then
5 R′ ≔ R′ ∪ {𝑇𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ⧵ R𝐴;
6 end
7 else if 𝐵 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑇𝑖 then
8 R′ ≔ R′ ∪ {𝑇𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ⧵ R𝐴;
9 end
10 else if 𝐵 = 𝜇𝑋.𝑇 then
11 R′ ≔ R′ ∪ {𝑇 {𝜇𝑋.𝑇 /𝑋}} ⧵ R𝐴;
12 end
13 end
14 return R𝐴;

例 6.2 我们以例6.1中的进程 𝐻 为例，在算法6–1中输入 𝐻，将会返回：

R𝐻 = {𝐻, 1
2𝜏.(𝑎 + 𝜏.𝐻) ⊕ 1

2𝜏.(𝑏 + 𝜏.𝐻), 𝑎 + 𝜏.𝐻, 𝑏 + 𝜏.𝐻, 0}

在介绍划分-细化算法前，我们先给出一些符号的定义。一个进程集合 𝒫 的一

个划分（partition）𝒳 是一个集合，其中的元素是两两不相交的 𝒫 的子集，并且保

证对于任意一个元素 𝐴 ∈ 𝒫，存在一个子集 𝒞 ∈ 𝒳 使得 𝐴 ∈ 𝒞。我们用 ℰ𝒳 表示

由 𝒳 诱导出的等价关系。而其中包括某个进程 𝐴 的等价类表示为 [𝐴]𝒳。

给定同一个进程集合的两个划分 𝒳1 和 𝒳2。如果 𝒳2 中的每一个集合都是 𝒳1
中某个集合的子集，我们说 𝒳1 是一个比 𝒳2 更粗略的划分（或者说 𝒳2 是一个比
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𝒳1 更精细的划分）。直观上，我们的算法从一个包含了所有可达进程对的有限集

合开始（最粗略的划分），不断的对它细化，直到不能再细化为止，最后得到的划

分中，每一个集合中的元素在互模拟意义下都是相等的。

我们引入一个符号：𝜑̂𝜏。这个符号表示某个概率 𝑝𝜏，0 < 𝑝 ≤ 1。也就是说，

当我们要强调一个动作是概率动作，而不关心具体的概率值时，我们将会用符号

𝜑̂𝜏 来表示该动作。

定义 6.3 我们用 𝒳 表示进程集合 𝒫 的一个划分。一个划分的划分器（splitter）是

一个三元组 (𝒞1, 𝜆, 𝒞2)，其中 𝒞1, 𝒞2 ∈ 𝒳 是两个等价类，𝜆 ∈ 𝒮𝑛 ∪ {𝜑̂𝜏}。并且满足

下述两点之一：

1. 如果 𝜆 = 𝜑̂𝜏，并且 𝒞1 ≠ 𝒞2。那么存在 𝐴, 𝐴′ ∈ 𝒞1 和 𝑞 ∈ (0, 1]，使得进程

𝐴 有一个 𝜖-图 𝐺𝐴
𝒳，对于任意 𝑇 ∈ sink(𝐺𝐴

𝒳 )，𝑃ℰ𝒳 (𝑇
∐𝑖∈[𝑘] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−→ 𝒞2) = 𝑞。而

从进程 𝐴′ 开始不存在这样的 𝜖-图 𝐺𝐴′
𝒳 。

2. 如果 𝜆 ∈ 𝒮𝑛（当 𝜆 = 𝜏 时，𝒞1 ≠ 𝒞2）。那么存在两个进程 𝐴, 𝐴′ ∈ 𝒞1，使得

进程 𝐴 有一个 𝜖-图 𝐺𝐴
𝒳，满足 sink(𝐺𝐴

𝒳 ) 中的所有节点都可以直接做 ℓ 动作

到等价类 𝒞2。而从进程 𝐴′ 开始不存在这样的 𝜖-图 𝐺𝐴′
𝒳 。

如果存在一个划分器，说明我们找到了某一个集合中不互模拟的两个进程。

我们可以依据该划分器来细化划分 𝒳。根据划分器定义的两种情况，我们分别给

出对应的 Refine 函数的定义。

第一种情况，如果 𝒳 上存在划分器 (𝒞1, 𝜑̂𝜏, 𝒞2)。也就是说 𝒞1 中存在两个不同

的进程，它们到达等价类 𝒞2 的条件概率是不一样的。我们需要对等价类 𝒞1 进行

细化。细化的过程如图6–2所示。我们用 tn(𝒞1, 𝒳) 表示 𝒞1 中所有可以执行一步概

率 𝜏 动作到一个由 𝒳 划分的不同的等价性类的进程集合。我们先按照到达等价类

𝒞2 的概率来划分 tn(𝒞1, 𝒳) 中的点。对于其余的点，如果它能做不改变状态的动作

到达某个等价类，那么也将被划分入该类中。不能到任何等价类的点将被单独作

为一类。

接下来我们给出严格的定义。对于 𝒞1 中的两个进程 𝐴, 𝐴′，当 𝐴 和 𝐴′ 满足：

𝑃ℰ𝒳 (𝐴
∐𝑖∈[𝑘] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−→ 𝒞2) = 𝑃ℰ𝒳 (𝐴′ ∐𝑖∈[𝑘] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−→ 𝒞2)

我们记作 𝐴 =𝑝 𝐴′。

我们将 𝒞1 ∩ tn(𝒫, 𝒳) 划分为 (𝒞1 ∩ tn(𝒫, 𝒳)) / =𝑝。之后，对于每一个等价类

ℬ ∈ (𝒞1 ∩ tn(𝒫, 𝒳)) / =𝑝，我们会在 ℬ 中加入满足下列条件（记作 𝛥1）的进程 𝐵：

1. 𝐵 ∈ 𝒞1 ⧵ tn(𝒫, 𝒳)；
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𝐴 𝐴′

𝐵1

𝐵2
𝐵3

𝑝1 𝑝2

𝒞1

𝒞2

tn(𝒞1, 𝒳)

图 6–2 细化过程示意

2. 存在一个 𝜖-图 𝐺𝐵
𝒳，sink(𝐺𝐵

𝒳 ) ⊆ ℬ；

3. 对于任意其他等价性类 ℬ′ ∈ (𝒞1 ∩ tn(𝒫, 𝒳)) / =𝑝，不存在 𝜖-图 𝐺𝐵
𝒳，使得

sink(𝐺𝐵
𝒳 ) ⊆ ℬ′。

我们用 ℬ 表示在 ℬ 中加入了这些新的进程后的等价类。

最后，我们将其余进程划分为一类：

𝑅𝑒𝑠(𝒞1) def= {𝐶 ∈ 𝒞1 ∶ 对于任意ℬ ∈ (𝒞1 ∩ tn(𝒫, 𝒳)) / =𝑝, 𝐶 都不满足性质 𝛥1}
综合以上定义，如果一个划分 𝒳 存在一个划分器 (𝒞1, 𝜑̂𝜏, 𝒞2)，我们可以对 𝒳

按如下方法细化：

Refine (𝒳, (𝒞1, 𝜑̂𝜏, 𝒞2))
def= (𝒳 ⧵ {𝒞1}) ∪ {ℬ ∶ (ℬ ∈ 𝒞1 ∩ tn(𝒫, 𝒳)) / =𝑝} ∪

({𝑅𝑒𝑠(𝒞1)} ⧵ {∅})
第二种情况，如果 𝒳 有一个划分器 (𝒞1, 𝜆, 𝒞2)，𝜆 ∈ 𝒜𝑛，如果 𝜆 = 𝜏 时，要求

𝒞1 ≠ 𝒞2。即内部动作要求改变状态。这种情况要简单一些，我们直接将 𝒞1 中的

进程按照是否能做一个 𝜆-迁移来将其分为两部分。

对于 𝒞1 中的一个进程 𝐵，定义如下性质（记作 𝛥2）：

存在 𝜖-图 𝐺𝐵
𝒳 , 所有节点 sink(𝐺𝐵

𝒳 ) 可以直接做 𝜆 动作到等价类 𝒞2 中。

定义：𝒟 def= {𝐵 ∈ 𝒞1 ∶ 𝐵 满足性质 𝛥2}。如果一个划分 𝒳 存在一个划分器

(𝒞1, 𝜆, 𝒞2)，我们可以对 𝒳 按如下方法细化：

Refine (𝒳, (𝒞1, 𝜆, 𝒞2))
def= (𝒳 ⧵ {𝒞1}) ∪ 𝒟 ∪ (𝒞1 ⧵ 𝒟)
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每做一次细化操作，得到的新的划分会比原来的划分严格的精细。直到得到

划分 𝒫 / ≃ 为止。我们有下述性质：

命题 6.2 𝒳 是进程集合 𝒫 的划分，如果 𝒳 不能再被细化，那么 𝒳 = 𝒫 / ≃.

我们给出验证算法6–2。命题6.2说明了算法的正确性。

算法 6–2 随机通信系统演算分支互模拟算法
输入: 进程 𝐴 , 𝐵
输出: 𝐴 ≃ 𝐵 是否为真

1 计算 R ≔ R𝐴 ∪ R𝐵;
2 𝒳 ≔ {R};
3 while 𝒳 上有一个 划分器 (𝒞1, 𝜆, 𝒞2) do
4 𝒳 ≔ Refine(𝒳, (𝒞1, 𝜆, 𝒞2));
5 end
6 if [𝐴]𝒳 = [𝐵]𝒳 then
7 返回 true;
8 end
9 else
10 返回 false;
11 end

复杂性分析

• 在第1行中，会调用算法6–1。存在常数 𝑐，使得 |R| ≤ 𝑐 ⋅ (|𝐴| + |𝐵|)，时间

复杂度为 𝒪((|𝐴| + |𝐵|))。
• 在第3行中，循环条件需要判断一个划分是否可以细化。对于每一个 𝜆，我

们会依次对每个等价类 𝒞1 做深度优先搜索。搜索策略是当遇到一个可以

直接做动作 𝜆 的进程时回溯。如果 𝜆 = 𝜑̂𝜏 或者 𝜆 = 𝜏 时，回溯的条件还

需要动作结果在另外一个等价类中。我们可以标记每一个节点能够到达的

等价类有哪些。以此来判定是否存在不互模拟的两个进程。在此过程中，𝜆
可以有 𝒪(|𝐴| + |𝐵|) 种不同的取值；对所有等价类中节点的深度优先搜索

一共需要 𝒪(|𝐴| + |𝐵|) 时间；而比较两个进程是否能到相同的等价类需要

𝒪(|𝐴| + |𝐵|) 时间。因此总的时间复杂度是 𝒪((|𝐴| + |𝐵|)3)。
• 有了在算法第3行中的标记工作，算法第4行中只需要按照 Refine 的定义将

划分细化。这一步需要 𝒪((|𝐴| + |𝐵|)) 时间。
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• 每次循环过后，得到的新的划分会比原来的划分严格精细。总的循环次数

不超过 𝒪((|𝐴| + |𝐵|)) 次，因此总的时间复杂度为 𝒪((|𝐴| + |𝐵|)4)。
通过以上分析，我们有以下定理：

定理 6.3 有限状态的随机通信系统演算上的分支互模拟等价可以在 𝒪(𝑛4) 的时间

内判定。

6.2 有限公理化

在本节中，我们将会构建一个有限随机通信系统演算分支互模拟的有限公理

系统。在6.2.1小节中，我们介绍一个新的概念：概率被守卫的。在6.2.2小节中，我们

给出一个有限随机通信系统演算分支互模拟的有限公理系统 𝒜。在6.2.3和6.2.4小
节中，我们将分别证明该公理系统的可靠性和完备性。

6.2.1 概率被守卫的

在带不动点算子的进程演算弱互模拟和分支互模拟的公理化中，通常第一步

是将一个任意的项转换成一个强守卫的项 [99, 100]。在强互模拟的公理化中，只

需要将一个任意的项转换成一个弱守卫的项即可 [90]。
但是在概率模型中，有一些项不能转换成强守卫的项，主要原因是在概率模

型中，一个 𝜏 动作（可能包括概率 𝜏 动作）如果构成循环，并不能保证每一个动

作都在 ≃ 下不改变状态。

例 6.3 定义一进程 𝐺：

𝐺 = 𝜇𝑋. (
1
2𝜏.(1

3𝜏.𝑋 ⊕ 2
3𝜏.𝑎) ⊕ 1

2𝜏.𝑏)

该进程无法转换成一个强守卫的项。

命题 6.4 对于任意的强守卫的项 𝑃，𝑃 ≄ 𝐺。

证明 我们采用反证法，假定存在强守卫的项 𝑃，并且有 𝑃 ≃ 𝐺。

• 如果 𝑃 中没有变量，那么 𝑃 将在有限步终止。令 𝐹 = 1
3𝜏.𝐺 ⊕ 2

3𝜏.𝑎, 𝐹 ≄ 𝐺，

那么 𝑃 无法模拟

𝐺 ;≃

1
2−→ [𝐹 ] ;≃

1
3−→ [𝐺] ;≃

1
2−→ [𝐹 ] ;≃

1
3−→ [𝐺] ⋯
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表 6–1 不同“被守卫的”概念的例子

弱守卫的 概率被守卫的 强守卫的

𝑋 7 7 7

1
2 𝜏.𝑋 ⊕ 1

2 𝜏.𝑋 3 7 7

1
2 𝜏.𝑎 ⊕ 1

2 𝜏.𝑋 3 3 7

𝑎.𝑋 3 3 3

• 如 果 𝑃 中 有 变 量， 因 为 𝑃 是 强 守 卫 的， 所 以 𝑃 的 形 式 为

𝜇𝑋.(⋯ 𝑎.(⋯ 𝑋 ⋯) ⋯)，但是 𝐺 无法模拟

𝑃 ⋯ ;≃
𝑎−→ ⋯ 𝑃 ⋯ ;≃

𝑎−→ ⋯

综合以上两点，得出矛盾。因此 𝑃 ≄ 𝐺。 □

接下来，我们定义概率被守卫的。直观上，概率被守卫的和强被守卫的两者

的区别是，进程 𝑇 中，只要 𝑇 不是以总概率为 1 做 𝜏 动作到 𝑋 ，那么 𝑋 在 𝑇 中

是概率被守卫的。

定义 6.4 给定 𝑇 ∈ 𝒮𝑓𝑠，𝑋 是一个变量。我们有以下的递归定义：

• 如果 𝑇 = 𝑋，𝑋 在 𝑇 中不是概率被守卫的。

• 如果 𝑇 = 0，或者 𝑇 = 𝑌 ≠ 𝑋，𝑋 在 𝑇 中是概率被守卫的。

• 𝑇 = ∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑇𝑖。如果对于任意的 𝑖 ∈ 𝐼，𝑋 在 𝑇𝑖 中是概率被守卫的，那么

𝑋 在 𝑇 中是概率被守卫的。

• 𝑇 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑇𝑖。如果存在 𝑖 ∈ 𝐼，𝑋 在 𝑇𝑖 中是概率被守卫的，那么 𝑋 在

𝑇 中是概率被守卫的。

• 𝑇 = 𝜇𝑋.𝑇 ′，如果 𝑋 在 𝑇 ′ 中是概率被守卫的，那么 𝑋 在 𝑇 中是概率被守

卫的。

对于一个进程 𝐸，如果 𝐸 中所有出现的 𝜇𝑋.𝑇 中，𝑋 在 𝑇 中都是概率被守卫

的，那么我们称进程 𝐸 是概率被守卫的。我们用 𝒫𝑔
𝑓𝑠 表示所有概率被守卫的进程

集合。表6–1中列举了一些例子来说明概率被守卫的和其他被守卫的之间的区别。

虽然概率被守卫的其定义较为复杂，但是判定一个项是否是概率被守卫的并

不会比强守卫的更难。只需要按照项的语法递归即可。

命题 6.5 可以在线性时间内判定一个项是否是概率被守卫的。
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6.2.2 概率系统分支互模拟公理化

一个公理系统 𝒜 是一个公理的集合。如果通过 𝒜 中的公理可以推导出命题

𝑃，我们记作 𝒜 ⊢ 𝑃 。当我们希望强调 𝑃 的证明源自 𝒜 中某个公理 𝑅 时，我们也

会记作 𝑅 ⊢ 𝑃 。

我们给出一个有限状态随机通信系统演算分支互模拟上的公理系统 𝒜。

公理系统 𝒜

𝐸1 𝑇 = 𝑇
𝐸2 如果 𝑆 = 𝑇 ，那么 𝑇 = 𝑆
𝐸3 如果 𝑆 = 𝑇 ，𝑇 = 𝑅，那么 𝑆 = 𝑅
𝐸4 如果对于 𝑖 ∈ 𝐼，𝑆𝑖 = 𝑇𝑖，那么 ∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑆𝑖 = ∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑇𝑖
𝐸5 如果对于 𝑖 ∈ 𝐼，𝑆𝑖 = 𝑇𝑖，∑𝑖∈𝐼 𝑝𝑖 = 1，那么 ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑆𝑖 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏𝑖.𝑇𝑖
𝐸6 如果 𝑆 = 𝑇 ，那么 𝜇𝑋.𝑆 = 𝜇𝑋.𝑇

𝐴1 ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑆𝑖 ⊕ 𝑝𝜏.𝑆 ⊕ 𝑞𝜏.𝑆 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑆𝑖 ⊕ (𝑝 + 𝑞)𝜏.𝑆, 𝑝 + 𝑞 < 1
𝐴2 𝑝𝜏.𝑆 ⊕ 𝑞𝜏.𝑆 = 𝜏.𝑆

𝐵1 (∑𝑖∈𝐼′⊆𝐼 𝛼𝑖.𝑆𝑖) + 𝜏. (∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑆𝑖) = ∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑆𝑖
𝐵2 如果

𝑝1
𝑞1

= ⋯ = 𝑝𝑖
𝑞𝑖

< 1 ，∑𝑖∈𝐼 𝑞𝑖 = 1,

那么 ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑆𝑖 ⊕ 𝑝𝜏. (⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝑆𝑖) = ⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝑆𝑖, 𝑝 = 1 − ∑𝑖∈𝐼 𝑝𝑖

𝑅1 𝜇𝑋.𝑇 = 𝑇 {𝜇𝑋.𝑇 /𝑋}
𝑅2 如果 𝑆 = 𝑇 {𝑆/𝑋}，那么 𝑆 = 𝜇𝑋.𝑇 ；其中 𝑋 在 𝑇 中是概率被守卫的

𝑅3 𝜇𝑋. (𝜏.𝑋 + ∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑇𝑖) = 𝜇𝑋 (∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑇𝑖)
𝑅4 𝜇𝑋. (𝜏.(𝜏.𝑆 + ∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑇𝑖) + ∑𝑗∈𝐽 𝛽𝑗 .𝑅𝑗) = 𝜇𝑋 (𝜏.𝑆 + ∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑇𝑖 + ∑𝑗∈𝐽 𝛽𝑗 .𝑅𝑗),

其中 𝑋 在 𝑆 中不是概率被守卫的

𝑅5 𝜇𝑋. (⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑆𝑖) = 𝜇𝑋. (∑𝑖∈𝐼 𝜏𝑖.𝑆𝑖),
对于任意 𝑖 ∈ 𝐼，𝑋 在 𝑆𝑖 中不是概率被守卫的

其中，公理 𝐸1−4, 6, 𝐵1, 𝑅1 都是直接引自经典模型中的公理 [99, 100]（我们
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重写了公理 𝐵1 来适应我们的语法）；此外我们提出公理 𝐸5, 𝐴1−2, 𝐵2, 𝑅2−5 来帮

助实现概率扩展部分的公理化。

6.2.3 公理系统可靠性

公理 𝐸1−6 的可靠性可以由命题2.5直接得到。

公理 𝐴1，𝐴2，𝐵1，𝑅3 的可靠性可以由分支互模拟的定义直接证明。

公理 𝑅1 的可靠性可以由以下性质得到

𝜇𝑋.𝑇 𝛼−→ 𝐹 ⟺ 𝑇 {𝜇𝑋.𝑇 /𝑋} 𝛼−→ 𝐹

本小节的剩余内容将证明其他公理的可靠性。

命题 6.6 (𝐵2的可靠性) 如果
𝑝1
𝑞1

= ⋯ = 𝑝𝑖
𝑞𝑖

< 1，∑𝑖∈𝐼 𝑞𝑖 = 1，那么 ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝐸𝑖 ⊕
𝑝𝜏.(⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖) ≃ ⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖, 𝑝 = 1 − ∑𝑖∈𝐼 𝑝𝑖。

证明 令 𝐹1 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖，𝐹2 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝐸𝑖 ⊕ 𝑝𝜏.(⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖)。我们考虑下列

两种情况：

• ∀𝑖 ∈ 𝐼 , 𝐸𝑖 ≃ 𝐹1。这种情况是比较显然的：

𝐹2 ≃ ⨁
𝑖∈𝐼

𝑝𝑖𝜏.𝐹1 ⊕ 𝑝𝜏.(⨁
𝑖∈𝐼

𝑞𝑖𝜏.𝐹1) ≃ 𝐹1
□

• ∃𝑖 ∈ 𝐼 , 𝐸𝑖 ≄ 𝐹1。

令 𝐼′ ⊆ 𝐼 表示所有满足 𝐸𝑖′ ≄ 𝐹1 的下标 𝑖′ 的集合。令 𝑟𝑖′ = 𝑞𝑖′

∑𝑖′∈𝐼′ 𝑞𝑖′
，那么

我们有 𝐹1 ;≃
𝑟𝑖′−−→ [𝐸𝑖′]≃。可以验证，𝐹2 到 [𝐸𝑖′]≃ 的条件概率为

𝑝𝑖′

∑𝑖′∈𝐼′ 𝑝𝑖′
=

𝑟𝑖′，𝐹2 和 𝐹1 有相同的 𝑞-迁移，因此 𝐹1 ≃ 𝐹2。

我们接下来介绍一个经典的证明互模拟关系的技术：

定义 6.5 如果一个等价关系 ℛ ⊆ 𝒫𝑓𝑠 × 𝒫𝑓𝑠 满足：

• 如果 𝐸ℛ𝐹 并且 𝐸 ;≃
ℓ−→ ℬ1，ℓ ≠ 𝜏 ∨ ℬ1 ≠ [𝐸]≃，那么存在 𝐸′, 𝐹 ′ 使得

𝐸′ ∈ ℬ1 ∧ 𝐹 ′ ∈ ℬ2 ∧ 𝐹 ;≃
ℓ−→ ℬ2 ∧ (𝐸′, 𝐹 ′) ∈ ℛ。

• 如果 𝐸ℛ𝐹 并且 𝐸 ;≃
𝑞−→ ℬ1，ℬ1 ≠ [𝐸]≃，那么存在 𝐸′, 𝐹 ′ 使得 𝐸′ ∈

ℬ1 ∧ 𝐹 ′ ∈ ℬ2 ∧ 𝐹 ;≃
𝑞−→ ℬ2 ∧ (𝐸′, 𝐹 ′) ∈ ℛ。

我们称 ℛ 是一个关于 ≃ 的分支互模拟（branching bisimulation up to ≃）。
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下述命题说明了，如果我们可以证明一对进程满足一个关于 ≃ 的分支互模拟，

那么这对进程就满足分支互模拟。

命题 6.7 (Milner [11]) 如果 ℛ 是一个关于 ≃ 的分支互模拟，那么

𝐸ℛ𝐹 ⇒ 𝐸 ≃ 𝐹

命题 6.8 (公理 𝑅2的可靠性) 如果 𝐹 ≃ 𝑆{𝐹 /𝑋}，并且在 𝑆 中，𝑋 是概率被守卫

的，那么 𝐹 ≃ 𝜇𝑋.𝑆。

证明 考虑下述关系

ℛ = {(𝑇 {𝐹 /𝑌 }, 𝑇 {𝜇𝑋.𝑆/𝑌 }) ∶ fv(𝑇 ) = {𝑌 }}

我们有 (𝐹 , 𝜇𝑋.𝑆) ∈ ℛ（可以取 𝑇 = 𝑌 ）。根据命题6.7，我们只需要证明 ℛ 关于对

称的闭包是一个关于 ≃ 的分支互模拟。

• 如果 𝑇 {𝐹 /𝑌 } ;≃
ℓ−→ ℬ1，ℓ ≠ 𝜏 ∨ ℬ1 ≠ [𝑇 {𝐹 /𝑌 }]≃。

考虑该 ℓ-迁移中的 𝜖-树 𝒯 𝑇 {𝐹 /𝑌 }
≃ ，因为 𝐹 ≃ 𝑆{𝐹 /𝑋}，我们可以递归的将

𝒯 𝑇 {𝐹 /𝑌 }
≃ 中从节点 𝐹 开始的子树替换为 𝜖-树 𝒯 𝑆{𝐹 /𝑋}

≃ ，这样就构造了一棵

𝜖-树 𝒯 𝑇 {𝜇𝑋.𝑆/𝑌 }
≃ 。我们记 𝑇 {𝜇𝑋.𝑆/𝑌 } ;≃

ℓ−→ ℬ2。接下来，我们需要证明 ℬ1
和 ℬ2 中各存在一个节点满足 ℛ 关系。

如果 𝒯 𝑇 {𝐹 /𝑌 }
≃ 中存在某个叶子结点形如 𝐸′ = 𝑇 ′{𝐹 /𝑌 } ∈ ℬ1，即没有进入

进程 𝐹。那么 𝒯 𝑇 {𝜇𝑋.𝑆/𝑌 }
≃ 中存在一个叶子节点 𝐹 ′ = 𝑇 ′{𝜇𝑋.𝑆/𝑌 } ∈ ℬ2 且

𝐸′ℛ𝐹 ′。

否则，𝒯 𝑇 {𝐹 /𝑌 }
≃ 的所有分支都会进入 𝐹。对应的 𝒯 𝑇 {𝜇𝑋.𝑆/𝑌 }

≃ 的所有分支都

会进入 𝜇𝑋.𝑆。固定 𝒯 𝑇 {𝐹 /𝑌 }
≃ 中某个叶子结点 𝐸′ ∈ ℬ1，𝐸′ 出现在从 𝐹

开始增长的一棵 𝜖-树中。因为 𝐹 ≃ 𝑆{𝐹 /𝑋}，并且 𝑋 在 𝑆 中是概率被守

卫的，所以在一棵从 𝑆{𝐹 /𝑋} 开始增长的 𝜖-树中，一定存在一个分支不

会进入 𝐹（或者该分支中本身就不包含 𝐹）。因此存在一个可以从 𝑆 到

达的进程 𝐸″，满足 𝐸″{𝐹 /𝑋} ≃ 𝐸′ 。那么 𝒯 𝑇 {𝜇𝑋.𝑆/𝑌 }
≃ 中存在叶子节点

𝐹 ′ = 𝐸″{𝜇𝑋.𝑆/𝑋} ∈ ℬ2。所以我们有

(𝐸″{𝐹 /𝑋}, 𝐹 ′) = (𝐸″{𝑌 /𝑋}{𝐹 /𝑌 }, 𝐸″{𝑌 /𝑋}{𝜇𝑋.𝑆/𝑌 }) ∈ ℛ

• 如果 𝑇 {𝐹 /𝑌 } ;≃
𝑞−→ ℬ1 使得 ℬ1 ≠ [𝑇 {𝐹 /𝑌 }]≃.

和 ℓ-迁移的情况类似，不再赘述。 □
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命题 6.9 (公理 𝑅4的可靠性) 𝜇𝑋.(𝜏.(𝜏.𝑆 + ∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑇𝑖) + ∑𝑗∈𝐽 𝛽𝑗 .𝑅𝑗) ≃ 𝜇𝑋(𝜏.𝑆 +
∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖.𝑇𝑖 + ∑𝑗∈𝐽 𝛽𝑗 .𝑅𝑗), 其中，𝑋 在 𝐸 中不是概率被守卫的。

证明 定义

𝐴1
def= 𝜇𝑋.(𝜏.(𝜏.𝑆 + ∑

𝑖∈𝐼
𝛼𝑖.𝑇𝑖) + ∑

𝑗∈𝐽
𝛽𝑗 .𝑅𝑗)

𝐴2
def= 𝜏.𝑆{𝐴1/𝑋} + ∑

𝑖∈𝐼
𝛼𝑖.𝑇𝑖{𝐴1/𝑋}

𝐵1
def= 𝜇𝑋(𝜏.𝑆 + ∑

𝑖∈𝐼
𝛼𝑖.𝑇𝑖 + ∑

𝑗∈𝐽
𝛽𝑗 .𝑅𝑗)

首先，我们证明 𝐴1 ≃ 𝐴2。对于 𝐴2 的任何动作，𝐴1 可以模拟，并且得到的两

个进程是相等的。另一个方向，因为 𝑆 中，𝑋 不是概率被守卫的，可以证明路径

𝐴2
𝜏−→ 𝑆{𝐴1/𝑋}

𝜆1−−→ 𝑆1{𝐴1/𝑋}
𝜆2−−→ ⋯

𝜆𝑚−−→ 𝐴1 中的动作 𝜆𝑖 ∈ {𝜏} ∪ {𝑝𝜏 | 0 < 𝑝 < 1}
都不改变状态。我们构建一棵 𝜖-树 𝒯 𝐴2

≃ ，它的每一个分支都会进入 𝐴1。因此对于

所有的 𝒯 𝐴1
≃ ，都存在一棵有相同叶子结点集合的 𝜖-树 𝒯 𝐴2

≃ 。

接下来，我们证明 𝐴1 ≃ 𝐵1。因为 𝐴1
𝜏−→ 𝐴2 中的内部动作不改变状态，𝐴1

可以模拟 𝐵1 的动作，并且得到的两个进程是相等的。另一个方向, 给定一棵 𝜖-树
𝒯 𝐴1

≃ ，我们可以构造一棵 𝜖-树 𝒯 𝐵1
≃ 。如果 𝒯 𝐴1

≃ 中有一条边 𝐴1
𝜏−→ 𝐴2，那么 𝒯 𝐵1

≃ 中

什么都不做；在其他情况下，𝒯 𝐵1
≃ 会模仿 𝒯 𝐴1

≃ 的行为。可以看到 𝒯 𝐴1
≃ 和 𝒯 𝐵1

≃ 的叶

子结点集合是相同的。

□

最后我们证明公理 𝑅5 的可靠性。首先，下面的引理可以说明，如果

𝜇𝑋. (⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑆𝑖) 中的变量 𝑋 在任意 𝑆𝑖 中都不是概率被守卫的，那么迁移

𝜇𝑋. (⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑆𝑖)
𝑝𝑖𝜏−−→ 𝑆𝑖 {𝜇𝑋. (⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑆𝑖) / 𝑋} 中的概率 𝜏 动作都是不改变状

态的。

引理 6.10 令 𝐴 = 𝜇𝑋. (⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑆𝑖), 𝐵𝑖 = 𝑆𝑖 {𝜇𝑋. (⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑆𝑖) / 𝑋}，如果 𝑋
在 𝐴 中不是概率被守卫的，那么对于任意 𝑖 ∈ 𝐼，𝐴 ≃ 𝐵𝑖。

证明 考虑下述关系：

ℛ = {(𝐴, 𝐵𝑖) ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ∪ ≃

我们可以证明 ℛ 是一个分支互模拟关系。

• 给定一棵正则的 𝜖-树 𝒯 𝐴
ℛ 。因为 𝑋 在 𝐴 中不是概率被守卫的，那么首先我

们一定能够找到一棵从 𝐵𝑖 出发的正则的 𝜖-树，其叶子结点全部为 𝐴，之后
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我们将所有叶子结点 𝐴 替换为 𝒯 𝐴
ℛ ，那么得到的正则的 𝜖-树 𝒯 𝐵𝑖

ℛ 中的叶子

结点集合与 𝒯 𝐴
ℛ 的叶子结点集合一样，因此 𝐵𝑖 可以模拟 𝐴 的所有 ℓ-迁移

和 𝑞-迁移。

• 给定一棵正则的 𝜖-树 𝒯 𝐵𝑖
ℛ 。那么从结点 𝐴 出发我们可以构造如下的 𝜖-树：

如果遇到节点 𝐵𝑖，我们将其替换为 𝒯 𝐵𝑖
ℛ ；如果遇到节点 𝐵𝑗 , 𝑗 ≠ 𝑖，那么因为

𝑋 在 𝐵𝑗 中不是概率被守卫的，我们一定能够找到一棵从 𝐵𝑖 出发的正则的

𝜖-树，其叶子结点全部为 𝐴。我们继续从结点 𝐴 开始不断重复该操作，即

可构造出正则的 𝜖-树 𝒯 𝐴
ℛ ，使得其叶子结点集合和 𝒯 𝐵𝑖

ℛ 的叶子结点集合一

样。因此 𝐴 可以模拟 𝐵𝑖 的所有 ℓ-迁移和 𝑞-迁移。

综合以上两点，可以说明 ℛ 是一个分支互模拟关系。因此 𝐴 ≃ 𝐵𝑖。 □

有了引理6.10，我们可以证明公理 𝑅5 的可靠性。

命题 6.11 (公理 𝑅5的可靠性) 如果对于 𝑖 ∈ 𝐼，𝑋 在 𝑆𝑖 中不是概率被守卫的，那

么 𝜇𝑋. (⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑆𝑖) ≃ 𝜇𝑋. (∑𝑖∈𝐼 𝜏𝑖.𝑆𝑖)。

证明 令进程 𝐴 = 𝜇𝑋.( ⨁𝑖∈𝐼 𝑝𝑖𝜏.𝑆𝑖)，进程 𝐵 = 𝜇𝑋.( ∑𝑖∈𝐼 𝜏𝑖.𝑆𝑖)。考虑下述关系：

ℛ = {(𝐴, 𝐵) } ∪ ≃

我们可以证明 ℛ 是一个分支互模拟关系。

• 给定一棵正则的 𝜖-树 𝒯 𝐴
ℛ 。

– 如果 𝒯 𝐴
ℛ 的叶子节点中包括 𝐴，那么根据引理6.10，该 𝜖-树上不存在 ℓ-迁

移或者 𝑞-迁移。

– 否则的话，可以从进程 𝐵 构建一棵 𝜖-树 𝒯 𝐵
ℛ ，其叶子结点可以做的动作集

合是 𝒯 𝐴
ℛ 的叶子节点的动作集合的子集。因此 𝐵 可以模拟 𝐴 的所有 ℓ-迁

移和 𝑞-迁移。

• 给定一棵正则的 𝜖-树 𝒯 𝐵
ℛ 。

– 如果 𝒯 𝐵
ℛ 的叶子节点中包括 𝐵，那么根据引理6.10，该 𝜖-树上不存在 ℓ-迁

移或者 𝑞-迁移。

– 否则的话，假设 𝒯 𝐵
ℛ 中从根节点的第一步出发的进程是 𝑆𝑖。我们可以从

结点 𝐴 出发可以构造如下的 𝜖-树：如果遇到节点 𝑆𝑖，我们按照 𝒯 𝐵
ℛ 中的

方法构造；如果遇到节点 𝑆𝑗 , 𝑗 ≠ 𝑖，那么因为 𝑋 在 𝑆𝑗 中不是概率被守

卫的，我们一定能够找到一棵从 𝑆𝑖 出发的正则的 𝜖-树，其叶子结点全部

为 𝐴。我们继续从结点 𝐴 开始不断重复该操作，即可构造出正则的 𝜖-树
𝒯 𝐴

ℛ ，使得其叶子结点可以做的动作集合和 𝒯 𝐵
ℛ 的叶子结点可以做的动作

集合一样。因此 𝐴 可以模拟 𝐵 的所有 ℓ-迁移和 𝑞-迁移。
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综合以上两点，可以说明 ℛ 是一个分支互模拟关系。因此 𝐴 ≃ 𝐵。 □

推论 6.12 (𝒜的可靠性) 对于 𝐸,𝐹 ∈ 𝒫𝑓𝑠，如果 𝒜 ⊢ 𝐸 = 𝐹，那么 𝐸 ≃ 𝐹。

6.2.4 公理系统完备性

对于公理系统的完备性证明。我们会采用 Milner 的经典的证明完备性的思路

[100]。首先我们会证明如果两个进程都是概率被守卫的，并且它们互模拟，那么

它们可以被证明满足同一个递归规范。而根据 Milner 的唯一解命题，任意两个满

足同一个递归规范的进程都可以被公理系统证明相等。最后，对于任意一个进程，

它都可以被证明和一个概率被守卫的进程相等，从而我们可以证明公理系统对所

有进程的完备性。

通过对 𝒮𝑓𝑠 中的项结构归纳，我们可以证明如下引理：

引理 6.13 对于一个项 𝑇 ∈ 𝒮𝑓𝑠,

• 如果 𝑇 𝑋−→ 0，那么 ⊢ 𝑇 = 𝑋；

• 如果 𝑇 ∈ 𝒮𝑛，那么 ⊢ 𝑇 = ∑𝑖∈𝐼{𝛼𝑖.𝑇𝑖|𝑇
𝛼𝑖−→ 𝑇𝑖}；

• 如果 𝑇 ∈ 𝒮𝑟，那么 ⊢ 𝑇 = ⨁𝑖∈𝐼{𝑝𝑖𝜏.𝑇𝑖|𝑇
𝑝𝑖𝜏−−→ 𝑇𝑖}。

定义 6.6 (递归规范) 一个递归规范（recursive specification）𝕊 是一个公式的集合：

{𝑋 = 𝑆𝑋|𝑋 ∈ 𝑉𝕊}

其中，𝑉𝕊 是一个变量集合。

给定一个进程 𝐸 和一个变量 𝑋0，如果对于每一个变量 𝑋 ∈ 𝑉𝕊，存在进程

𝐸𝑋，其中，𝐸 = 𝐸𝑋0，使得对于 𝑋 ∈ 𝑉𝕊，满足

𝒜 ⊢ 𝐸𝑋 = 𝑆𝑋{𝐸𝑌 /𝑌 }𝑌 ∈𝑉𝕊

进程 𝐸 作为变量 𝑋0 ∈ 𝑉𝕊 的解，可在 𝒜 中被证明满足递归规范 𝕊（𝒜-provably
satisfies the recursive specification 𝕊）

给定一个递归规范 𝕊，两个变量 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑉𝕊，如果 𝑌 在 𝐸𝑋 中是自由的并且

不是概率被守卫的，我们记作 𝑋 >𝑢 𝑌 。如果关系 >𝑢 是 𝑉𝕊 上的一个良基关系

（well-founded relation），那么我们称 𝕊 是概率被守卫的。

Milner 按照 𝕊 中的公式的数量归纳，证明了唯一解命题 [100]。这个命题在我

们的模型中依然成立。
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命题 6.14 如果 𝕊 是一个有限的概率被守卫的递归规范，𝑋0 ∈ 𝑉𝕊, 那么一定存在

进程 𝐸 作为 𝑋0 的解，可在 𝑅1 中被证明满足递归规范 𝕊。如果有两个满足条件的

进程 𝐸 和 𝐹，那么 𝑅2 ⊢ 𝐸 = 𝐹。

引理 6.15 给定 𝐺 ∈ 𝒫𝑔
𝑓𝑠，如果对于所有的 𝑖 ∈ 𝐼，𝐺 ;≃

𝑞𝑖−→ 𝐸𝑖，那么 𝒜 ⊢ 𝐺 =
⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖。

证明 定义一个自然数的二元组上的字典序：(𝑚, 𝑛) < (𝑚′, 𝑛′) 表示 (1) 𝑚 < 𝑚′ 或

者 (2) 𝑚 = 𝑚′ ∧ 𝑛 < 𝑛′。我们定义 (𝑚1, 𝑛1) + (𝑚2, 𝑛2) = (𝑚1 + 𝑚2, 𝑛1 + 𝑛2)。定义

(𝑚, 𝑛)1 = 𝑚, (𝑚, 𝑛)2 = 𝑛。
递归的定义一个秩函数 𝑟 ∶ 𝒫𝑔

𝑓𝑠 → ℕ × ℕ：

𝑟(0) = (0, 0)
𝑟(⨁

𝑖∈𝐼
𝑝𝑖𝜏.𝐸𝑖) = (0, 1) + max

𝑖∈𝐼
{𝑟(𝐸𝑖)}

𝑟(∑
𝑖∈𝐼

𝛼𝑖.𝐸𝑖) = max{{(0, 1) + 𝑟(𝐸𝑖)|𝛼𝑖 = 𝜏} ∪ {(0, 1)|𝛼𝑖 ≠ 𝜏}}

𝑟(𝜇𝑋.𝑇 ) = (1 + 𝑟(𝑇 {0/𝑋})1, 0)

我们会根据 𝑟(𝐺) 来归纳证明该引理：

• 如果 𝑟(𝐺) = (0, 1)，并且对于 𝑖 ∈ 𝐼，𝐺 ;≃
𝑞𝑖−→ 𝐸𝑖。

那么 𝐺 一定可以写成 ⨁𝑖∈𝐼 {⨁𝑗∈𝐽𝑖
𝑝𝑗𝜏.𝐸𝑖| ∑𝑗∈𝐽𝑖

𝑝𝑗 = 𝑞𝑖}。那么 𝐴1 ⊢ 𝐺 =
⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖.

• 如果 𝑟(𝐺) = (𝑚, 𝑛) > (0, 1)，并且对于 𝑖 ∈ 𝐼，𝐺 ;≃
𝑞𝑖−→ 𝐸𝑖。

– 𝐺 的形式为 ∑𝑗∈𝐽 𝛼𝑗 .𝐺𝑗。

那么对于任意 𝑗 ∈ 𝐽，我们一定有 𝛼𝑗 = 𝜏 并且 𝐺 ≃ 𝐺𝑗 ;≃
𝑞𝑖−→ 𝐸𝑖，𝑟(𝐺𝑗) <

𝑟(𝐺)。根据归纳假设，对于任意的 𝑗 ∈ 𝐽，𝒜 ⊢ 𝐺𝑗 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖。我们

可以得到结论：𝒜 ⊢ 𝐺 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖。

– 𝐺 的形式为 ⨁𝑗∈𝐽 𝑝𝑗𝜏.𝐺𝑗。

第一种情况，如果存在 𝑗 ∈ 𝐽，使得 𝐺𝑗 ≄ 𝐺。根据引理6.13，

𝒜 ⊢ 𝐺 = ⨁
𝑖∈𝐼 {𝑝𝑖𝜏.𝐸𝑖|

𝑝𝑖
𝑞𝑖

= 𝑐 < 1, 𝐺
𝑝𝑖𝜏−−→ 𝐸𝑖 ≄ 𝐺} ⊕

⨁
𝑗∈𝐽−𝐼 {𝑝𝑗𝜏.𝐺𝑗 ∶ 𝐺

𝑝𝑗𝜏
−−→ 𝐺𝑗 ≃ 𝐺}
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对于任意一个 𝑗 ∈ 𝐽 − 𝐼，𝑟(𝐺𝑗) < 𝑟(𝐺)。根据归纳假设，𝒜 ⊢ 𝐺𝑗 =
⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖 ，因此 𝒜 ⊢ 𝐺 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖。

第二种情况，如果对于任意 𝑗 ∈ 𝐽 , 𝐺𝑗 ≃ 𝐺。那么对于所有的 𝑗 ∈ 𝐽，

𝐺𝑗 ;≃
𝑞𝑖−→ 𝐸𝑖 并且 𝑟(𝐺𝑗) < 𝑟(𝐺)。根据归纳假设，𝒜 ⊢ 𝐺𝑗 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖。

因此 𝒜 ⊢ 𝐺 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖。

– 𝐺 的形式为 𝜇𝑋.𝑇 。

应用语义规则我们有

𝑇 {𝜇𝑋.𝑇 /𝑋} ;≃
𝑞𝑖−→ 𝐸𝑖 (6–1)

对于进程 𝑇 {⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖/𝑋}，它可以构建和进程 𝑇 {𝜇𝑋.𝑇 /𝑋} 一样的 𝜖-
树。因此我们也有

𝑇 {⨁
𝑖∈𝐼

𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖/𝑋} ;≃
𝑞𝑖−→ 𝐸𝑖

根据秩函数的定义，𝑟 (𝜇𝑋.𝑇 )1 = 1 + 𝑟 (𝑇 {⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖/𝑋})1，因此

𝑟(𝜇𝑋.𝑇 ) > 𝑟(𝑇 {⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖/𝑋})。
根据归纳假设，𝒜 ⊢ 𝑇 {⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖/𝑋} = ⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖，应用公理 𝑅2，
𝒜 ⊢ 𝜇𝑋.𝑇 = ⨁𝑖∈𝐼 𝑞𝑖𝜏.𝐸𝑖。

综合以上情况，我们完成了该引理证明。 □

命题 6.16 给定 𝐸0, 𝐹0 ∈ 𝒫𝑔
𝑓𝑠，如果 𝐸0 ≃ 𝐹0，那么存在一个有限的概率被守卫的

递归规范 𝕊，𝑋0 ∈ 𝑉𝕊，使得 𝐸0 和 𝐹0 都可以作为 𝑋0 的解，可在 𝒜 中被证明满足

递归规范 𝕊。

证明 我们定义变量

𝑉𝕊 = {𝑋𝐸𝐹 |𝐸 ∈ 𝒫𝐸0 , 𝐹 ∈ 𝒫𝐹0 , 𝐸 ≃ 𝐹 }

其中，𝑋0 = 𝑋𝐸0𝐹0。对于每一个变量 𝑋𝐸𝐹 ∈ 𝑉𝕊，𝕊 中会按照如下规则加入公式：

1. 如果 𝐸 ∈ 𝒮𝑟，并且对于任意的 𝐸′ 使得 𝐸 𝑝𝜏−−→ 𝐸′，都有 𝐸′ ≃ 𝐸，那么

𝑋𝐸𝐹 = ⨁ {𝑝𝜏.𝑋𝐸′𝐹 |𝐸 𝑝𝜏−−→ 𝐸′
}

2. 如果条件1 不满足，𝐹 ∈ 𝒮𝑟，并且对于任意的 𝐹 ′ 使得 𝐹 𝑝𝜏−−→ 𝐹 ′，都有

𝐹 ′ ≃ 𝐹，那么

𝑋𝐸𝐹 = ⨁ {𝑝𝜏.𝑋𝐸𝐹 ′|𝐹 𝑝𝜏−−→ 𝐹 ′
}
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3. 如果条件1和2都不满足，并且 𝐸 ∈ 𝒮𝑟, 𝐹 ∈ 𝒮𝑟，我们用下标集合 𝐼 表示所

有满足 𝐸 ;≃
𝑞−→ ℬ𝑖，𝐹 ;≃

𝑞−→ ℬ𝑖，𝑞 > 0 的等价类 ℬ𝑖。我们有：

𝑋𝐸𝐹 = ⨁
𝑖∈𝐼

{𝑞𝜏.𝑋𝐸𝑖𝐹𝑖}

4. 如果 𝐸 ∈ 𝒮𝑛, 𝐹 ∈ 𝒮𝑛 那么

𝑋𝐸𝐹 = ∑ {𝛼.𝑋𝐸′𝐹 ′|𝐸 𝛼−→ 𝐸′, 𝐹 𝛼−→ 𝐹 ′, 𝐸′ ≃ 𝐹 ′
} +

∑ {𝜏.𝑋𝐸′𝐹 |𝐸 𝜏−→ 𝐸′, 𝐸′ ≃ 𝐹 } + ∑ {𝜏.𝑋𝐸𝐹 ′|𝐹 𝜏−→ 𝐹 ′, 𝐸 ≃ 𝐹 ′
}

5. 以上条件都不满足的话，

𝑋𝐸𝐹 = ∑ {𝜏.𝑋𝐸′𝐹 |𝐸 𝜏−→ 𝐸′, 𝐸′ ≃ 𝐹 } + ∑ {𝜏.𝑋𝐸𝐹 ′|𝐹 𝜏−→ 𝐹 ′, 𝐸 ≃ 𝐹 ′
}

接下来我们要说明下面的性质（记作 ⋆⋆）：

如果变量 𝑋𝐸𝐹 被赋值为进程 𝐸，我们可以证明：

𝒜 ⊢ 𝐸 = 𝑆𝑋𝐸𝐹 {𝐸′/𝑋𝐸′𝐹 ′}𝑋𝐸′𝐹 ′∈𝑉𝑆

性质 ⋆⋆ 说明 𝐸0 可以作为 𝑋0 的解，可在 𝒜 中被证明满足递归规范 𝕊。同理，

𝐹0 也可以作为 𝑋0 的解，有相同的性质。因此命题得证。

接下来我们只需要证明性质 ⋆⋆。情况1, 2, 5都可以直接由引理6.13证明；情

况3可以由引理6.15得到；

在情况4中，𝐸, 𝐹 ∈ 𝒮𝑛。我们需要证明：

𝒜 ⊢ 𝐸 = ∑ {𝛼.𝐸′|𝐸 𝛼−→ 𝐸′, 𝐹 𝛼−→ 𝐹 ′, 𝐸′ ≃ 𝐹 ′
} +

∑ {𝜏.𝐸′|𝐸 𝜏−→ 𝐸′, 𝐸′ ≃ 𝐹 } + ∑ {𝜏.𝐸|𝐹 𝜏−→ 𝐹 ′, 𝐸 ≃ 𝐹 ′
}

(6–2)

根据引理6.13，⊢ 𝐸 = ∑𝑖∈𝐼{𝛼𝑖.𝐸𝑖 ∶ 𝐸
𝛼𝑖−→ 𝐸𝑖}，那么

𝐵1 ⊢ 𝐸 = ∑{𝛼.𝐸′|𝐸 𝛼−→ 𝐸′, 𝐹 𝛼−→ 𝐹 ′, 𝐸′ ≃ 𝐹 ′}+

∑{𝜏.𝐸′|𝐸 𝜏−→ 𝐸′, 𝐸′ ≃ 𝐹 } + 𝜏.𝐸
(6–3)

如果存在进程 𝐹 ′ 使得 𝐹 𝜏−→ 𝐹 ′ ≃ 𝐸，(6–2) 和 (6–3) 直接可以相等。

如果不存在这样的进程 𝐹 ′，那么 𝐸 的每一个动作需要被 𝐹 直接模拟，也

就意味着集合 {𝛼𝑖.𝐸𝑖 ∶ 𝐸
𝛼𝑖−→ 𝐸𝑖} 和集合 {𝛼.𝐸′|𝐸 𝛼−→ 𝐸′, 𝐹 𝛼−→ 𝐹 ′, 𝐸′ ≃ 𝐹 ′

} ∪

{𝜏.𝐸′|𝐸 𝜏−→ 𝐸′, 𝐸′ ≃ 𝐹 } 相等。证明完成。

□
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推论 6.17 (𝒜对于概率被守卫的进程的完备性) 给的 𝐸, 𝐹 ∈ 𝒫𝑔
𝑓𝑠，如果 𝐸 ≃ 𝐹 那

么 𝒜 ⊢ 𝐸 = 𝐹。

最后我们说明 𝒜 对于任意进程的完备性。

命题 6.18 对于进程 𝐸 ∈ 𝒫𝑓𝑠，存在一个概率被守卫的进程 𝐸′，使得 𝒜 ⊢ 𝐸 = 𝐸′。

证明 该证明与文章 [99] 的做法类似，都是对进程 𝐸 中的 𝜇𝑋.𝑇 的嵌套层数归

纳。我们只需要证明 𝐸 = 𝜇𝑋.𝐹 的情况。假定对于所有的不动点算子嵌套层数

少于 𝐸 的进程 𝜇𝑌 𝐺，都存在一个概率被守卫的进程 𝜇𝑌 𝐺′，使得 𝒜 ⊢ 𝜇𝑌 𝐺 =
𝜇𝑌 𝐺′。我们可以先把所有 𝐹 中出现的最靠近语法树根节点的不动点项 𝜇𝑌 .𝐺 替换

为 𝐺′{𝜇𝑌 .𝐺′ / 𝑌 }。经过替换后 𝐹 记作 𝐹1。我们最后要做的就是去掉 𝐹1 中的所有

不是概率被守卫的变量 𝑋。

如果一个变量不是概率被守卫的，我们可以先通过公理 𝑅5 把概率 𝜏 动作转

化为非确定的 𝜏 动作。而对于非确定的 𝜏 动作，我们可以不断应用公理 𝑅4 逐渐

减少不是概率被守卫的变量 𝑋 前的 𝜏 动作的个数，直到最后应用公理 𝑅3 可以去

掉最后一个 𝜏 动作。因此命题得证。 □

推论 6.19 (𝒜对于所有进程的完备性) 给定 𝐸,𝐹 ∈ 𝒫𝑓𝑠，如果 𝐸 ≃ 𝐹，那么 𝒜 ⊢
𝐸 = 𝐹。

6.3 本章小结

在本章中，我们研究了随机通信系统演算上的分支互模拟等价。本章的工作

分为两个方面。其一是我们给出了一个 𝒪(𝑛4) 时间复杂度的等价性判定算法。其

二是我们给出了一个有限公理系统，并证明了其可靠性和完备性。这两方面的工

作都可以推广到用 Fu [22] 的模型无关的方法定义的其他概率进程演算模型中。

以下是本研究中的一些尚未解决的问题：

• 首先，如果等价关系中考虑了发散性（divergence）[113]，需要提出一些新

的公理来完善我们的公理系统；

• 随机通信系统演算的分支互模拟的逻辑刻画（logical characterization）问题

的研究 [114]；
• Fu 为了定义分支互模拟提出的 𝜖-树的技术是否可以到外部动作有概率的

模型中。

以上问题都值得我们继续攻克。
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第七章 全文总结及展望

7.1 全文总结

本文的主要研究内容是互模拟等价的验证问题。本文的主要工作大致可以分

为两个部分：

1. 下推自动机上的强互模拟等价问题。

2. 随机通信系统演算上的分支互模拟等价问题。

对于 PDA 的强互模拟等价问题，我们证明了一个 ACKERMANN-难的下界

（定理3.1）。这个结论于 Jančar 和 Schmitz 给出的 ACKERMANN 的算法一起，说

明了该问题是一个 ACKERMANN-完备问题。我们在表格7–11总结 PDA 以及部分

相关模型互模拟问题目前的研究现状。

表 7–1 下推自动机以及相关模型上的互模拟等价研究现状总结

确定下推自动机 下推自动机 一阶文法

上界 TOWER [38, 39] ACKERMANN [71] ACKERMANN [71]

下界 P-难 [59] ACKERMANN-难 ACKERMANN-难 [39]

从最近对 PDA 的强互模拟问题的研究结果中，可以看到控制状态的数量是决

定该问题复杂性的一个重要参数 [71]。本文研究了固定状态数 PDA 的强互模拟问

题。给出了三个计算复杂性的结论：

• 当（赋范）PDA 的控制状态数量 𝑑 ≥ 4 时，有F𝑑−1-难的下界（定理3.1）；
• 当赋范 PDA 的控制状态数量 𝑑 = 2 时，有 EXPTIME-难的下界（定理4.1）；
• 当赋范 PDA 的控制状态数量为 𝑑 时，有F𝑑+3 的上界（定理5.1）。

我们在表格7–2中总结了固定状态数 PDA 的强互模拟问题的研究现状。

随机通信系统演算是 Fu[22] 提出的一个概率进程演算模型。我们研究了这个

模型上的分支互模拟问题。首先，我们设计了一个时间复杂度为 𝒪(𝑛4) 的判定算

法；另一方面，我们给出了一个公理系统并证明了其可靠性和完备性。

我们在随机通信系统演算的算法部分的工作中，提出了一个和 𝜖-树等效的概

念：𝜖-图。从而保证了算法的终止性。在公理化部分的工作中，由于传统定义的被

守卫的与随机通信系统演算无法很好的契合，我们提出了一个新的概念称作概率

1在本章的表格中，未标注引用的结论即为本文中的结论或本文结论的推论。
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表 7–2 状态数为 𝑑 的下推自动机互模拟参数复杂性总结

𝑑 = 1 𝑑 = 2 𝑑 = 3 𝑑 ≥ 4

赋范的
P [37] F5 F6 F𝑑+3

P-难 [59] EXPTIME-难 EXPTIME-难 F𝑑−1-难

非赋范的
2EXPTIME [52] F6 [71] F7 [71] F𝑑+4 [71]
EXPTIME-难 [54] EXPTIME-难 [54] EXPTIME-难 [54] F𝑑−1-难

被守卫的，从而很好的继承了传统的被守卫的在公理化过程中扮演的角色。此为

本文在技术方面的贡献。

7.2 工作展望

这里总结一些本文暂时还没有解决，并且值得考虑的问题：

1. 首先是 PDA 互模拟问题的参数复杂性。在表格7–2中可以看到，目前绝大

部分都还不是完备结果，值得进一步探索。

2. 我们目前考虑的随机通信系统演算的分支互模拟等价没有考虑发散性。考

虑了发散性以后的分支互模拟等价的算法和公理化是值得继续研究的。此

外，还有分支互模拟的逻辑刻画，以及 𝜖-树技术向外部动作有概率的模型

中的推广，都是我们未来可以考虑的问题。

此外，领域中还有一些很有挑战性的公开问题：

1. DPDA 的语言等价问题的计算复杂性。如表格7–1中所示，目前最好的上界

是 TOWER，而下界只是 P-难。

2. BPA 的强互模拟问题的计算复杂性。如表格7–2中所示，目前最好的上界

是 2EXPTIME，而下界是 EXPTIME-难。
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附录 A 𝜖-树举例

这里介绍一些例子来帮助读者理解 𝜖-树，ℓ-迁移和 𝑞-迁移的定义。

例 A.1 这个例子来自于文章 [22] 的例 7。令进程 𝑃 = 𝜇𝑋(1
2𝜏.𝑎 ⊕ 1

2𝜏.𝑋)，假设等

价关系 ℛ 满足 𝑃 ℛ𝑎。图A–1列举了三棵 𝑃 关于 ℛ 的 𝜖-树。

首先最左边的单个节点 𝑃 也可以作为一个 𝜖-树，因为进程 𝑃 不能做非确定动

作，所以这棵树上没有对应的 ℓ-迁移；此外，从 𝑃 出发的所有概率动作的结果都

还在等价类 [𝑃 ]ℛ 中，因此也不满足 𝑞-迁移中 𝑞 > 0 的条件。因此从这棵树上我们

找不到对应的 ℓ-迁移或 𝑞-迁移。

在中间的 𝜖-树中，叶子结点包括 𝑎 和 𝑃，进程 𝑎 只能做非确定动作 𝑎，进程 𝑃
只能做概率动作 1

2𝜏。按照定义，从这棵树上我们找不到对应的 ℓ-迁移或 𝑞-迁移。

在右边的 𝜖-树中，叶子结点只有 𝑎，所有的叶子结点都可以做 𝑎 动作到进程

0。按照定义，这棵树上有 𝑎-迁移。我们可以记作 𝑃 ;ℛ
𝑎−→ [0]ℛ。

𝑃 𝑃

𝑃 𝑎

1
2

1
2

𝑃

𝑃 𝑎

𝑃 𝑎

𝑎

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

图 A–1 𝜖-树的例子A.1

通过例子A.1我们可以看到，

• 给定了进程 𝑃 和关系 ℛ，可能存在许多 𝜖-树。这些 𝜖-树可以是有限的，也

可以是无限的。进程单个节点也可以作为一棵 𝜖-树。

• 在 ℓ-迁移和 𝑞-迁移的定义中，我们只要求存在一棵满足条件的 𝜖-树。在 ℓ-
迁移中，我们会要求这棵 𝜖-树的所有节点都可以做相同的动作到达同一个

等价类中。

— 83 —



上海交通大学博士学位论文

例 A.2 令进程

𝑄 = 1
2𝜏. (𝜇𝑋(1

2𝜏.𝑋 ⊕ 1
2𝜏.𝑋)) ⊕ 1

2𝜏.𝑎

我们定义进程 𝑄1 = 𝜇𝑋(1
2𝜏.𝑋 ⊕ 1

2𝜏.𝑋)。假设等价关系 ℛ 满足 𝑄ℛ𝑄1ℛ𝑎。需要

说明这里的关系 ℛ ⊈ ≃。那么图A–2中是一棵 𝑄 关于 ℛ 的 𝜖-树。记作 𝒯 𝑄
ℛ 。根

据(6–1)中的定义，𝑃 𝑓 (𝒯 𝑄
ℛ ) = 1

2。因此该 𝜖-树不是正则的，从这棵树上我们找不到

对应的 ℓ-迁移或 𝑞-迁移。

𝑄

𝑄1 𝑎

𝑄1 𝑄1

𝑄1 𝑄1 𝑄1 𝑄1

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

图 A–2 𝜖-树的例子A.2

通过例子A.2我们可以看到，在定义 ℓ-迁移和 𝑞-迁移时，𝜖-树的正则性是很必

要的。显然，此例子中的进程 𝑄 不应该和例子A.1的进程 𝑃 互模拟。
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例 A.3 令进程

𝐺 = 𝜇𝑋 (
1
2𝜏.𝑋 ⊕ 1

2𝜏. (
1
4𝜏.𝑋 ⊕ 1

4𝜏.𝑆1 ⊕ 1
4𝜏.𝑆2 ⊕ 1

4𝜏.𝑇 ))

我们定义进程 𝐺1 = 1
4𝜏.𝐺 ⊕ 1

4𝜏.𝑆1 ⊕ 1
4𝜏.𝑆2 ⊕ 1

4𝜏.𝑇 。如果等价关系 ℛ 满足 𝐺ℛ𝐺1，

𝑆1ℛ𝑆2。图A–3中是一棵 𝐺 关于 ℛ 的 𝜖-树。其叶子结点只有 𝐺1。根据定义：

𝑃ℛ (
𝐺1

∐𝑖∈[1,4] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−−→ [𝑆1]ℛ)
=

𝑃
(

𝐺1
∐𝑖∈[1,4] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−−→ [𝑆1]ℛ)

1 − 𝑃
(

𝐺1
∐𝑖∈[1,4] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−−→ [𝐺1]ℛ)

= 2
3

𝑃ℛ (
𝐺1

∐𝑖∈[1,4] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−−→ [𝑇 ]ℛ)
=

𝑃
(

𝐺1
∐𝑖∈[1,4] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−−→ [𝑇 ]ℛ)

1 − 𝑃
(

𝐺1
∐𝑖∈[1,4] 𝑝𝑖𝜏−−−−−−−−→ [𝐺1]ℛ)

= 1
3

这棵树有两个对应的 𝑞-迁移：记作 𝐺1 ;ℛ

2
3−→ [𝑆1]ℛ，𝐺1 ;ℛ

1
3−→ [𝑇 ]ℛ。

𝐺

𝐺 𝐺1

𝐺 𝐺1

1
2

1
2

1
2

1
2

图 A–3 𝜖-树的例子A.3

通过例子A.3我们可以看到，在定义 𝑞-迁移时考虑的是到一个等价类的条件概

率。在这个定义下，我们可以该例子A.3中的进程 𝐺 和进程 2
3𝜏.𝑆1 ⊕ 1

3𝜏.𝑇 互模拟。
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例 A.4 这个例子来自于文章 [22] 的例 9。令进程

𝐻 = 𝜇𝑋 (
1
2𝜏.(𝑎 + 𝜏.𝑋) ⊕ 1

2𝜏.(𝑏 + 𝜏.𝑋))

假设等价关系 ℛ 满足 𝐻 ℛ (𝑎 + 𝜏.𝐻) ℛ (𝑏 + 𝜏.𝐻)。图A–4中列举了两棵 𝑃 关

于 ℛ 的 𝜖-树。

在左边的 𝜖-树中，叶子结点都是 𝑏 + 𝜏.𝐻，所有的叶子结点都可以做 𝑏 动作到

进程 0。按照定义，这棵树上有 𝑏-迁移。我们可以记作 𝐻 ;ℛ
𝑏−→ [0]ℛ。

在右边的 𝜖-树中，叶子结点都是 𝑎 + 𝜏.𝐻，所有的叶子结点都可以做 𝑎 动作到

进程 0。按照定义，这棵树上有 𝑎-迁移。我们可以记作 𝐻 ;ℛ
𝑎−→ [0]ℛ。

𝐻

𝐻

𝐻

𝑏 + 𝜏.𝐻

𝑏 + 𝜏.𝐻

𝑏 + 𝜏.𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1

1

𝐻

𝐻

𝐻

𝑏 + 𝜏.𝐻

𝑏 + 𝜏.𝐻

𝑏 + 𝜏.𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻

𝑎 + 𝜏.𝐻

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1

1

图 A–4 𝜖-树的例子A.4

在前面的例子中，所有的 𝜖-树的边的标记都在 (0, 1) 中。所以我们补充了例

子A.4。它说明当 𝜖-树的边标记为 1 时，其对应的就是一个非确定的内部动作。
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